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VECTORES LIBRES E. DRAKE 1

VECTORES LIBRES

1. Magnitudes escalares y vectoriales.-
Una magnitud fisica es cualquier propiedad fisica susceptible de ser medida. Ejemplos: el tiempo (t), la velocidad (), la masa
(m), la temperatura (7"), el campo eléctrico (E).

Las magnitudes fisicas se pueden clasificar en:

e Magnitudes escalares, que son aquéllas que quedan completamente determinadas mediante el conocimiento de su valor
expresado mediante una cantidad (un nimero real) seguida de una unidad (a excepcion de las adimensionales). Ejemplos:
el tiempo (t), la masa (m), la temperatura (71'), la carga eléctrica (g), el coeficiente de rozamiento (1).

e Magnitudes vectoriales, que son aquéllas que no quedan completamente determinadas por su valor (cantidad y unidad),
sino que requieren ademas el conocimiento de la direccién y el sentido de su actuacién, e incluso en algunos casos el
conocimiento de su recta soporte o de su punto de aplicacion. Ejemplos: la velocidad (), la aceleracion (a), la fuerza (ﬁ),
el campo eléctrico (E).

e Magnitudes tensoriales, que no son, por el momento, objeto de nuestra atencién.

2. Definicion geométrica de vector. Clasificacion.-

El concepto de vector es un concepto matemadtico con interés fisico, ya que permite representar o describir las magnitudes
vectoriales, asi como operar con ellas.

Un vector geométrico es un segmento orientado dotado de los siguientes elementos:

Q
a) modulo (es su longitud, proporcional al valor de la magnitud fisica); Qoé, ’\
S
o xS
b) recta soporte (es la recta a la que pertenece el segmento); &, _/@o >

¢) direccion (es la direccidn de su recta soporte);

punto de

d) sentido (es la orientacion del segmento, indicada mediante una flecha y e
aplicacion

que permite definir cudl es su origen y cudl su extremo); y

e) punto de aplicacion (es el origen del segmento). P

Los vectores geométricos se pueden clasificar en:

e Vectores libres, que son los que quedan definidos mediante su médulo, direccion y sentido. Por tanto, son invariantes ante
traslaciones en el espacio. Ejemplo: la resultante de todas las fuerzas que actiian sobre un sélido rigido.

e Vectores deslizantes, que son los que quedan definidos mediante su médulo, direccidn, sentido y recta soporte. Por tanto,
son invariantes ante deslizamientos a lo largo de su recta soporte. Ejemplos: la velocidad angular, la fuerza que actda sobre
un sélido rigido.

e Vectores ligados, que son los que quedan definidos mediante su médulo, direccion, sentido y punto de aplicacién. No
existe ningiin movimiento que los deje invariantes. Ejemplos: la velocidad, el momento de una fuerza respecto a un punto.

En principio, cada magnitud fisica vectorial, segin su naturaleza, puede ser representada por una de estas tres clases de vectores.
Sin embargo, en ocasiones, es la naturaleza del problema fisico concreto la que determina que una misma magnitud se describa
mediante una u otra clase de vectores. Asi, por ejemplo, una fuerza se comporta como un vector deslizante cuando actia sobre
un sélido rigido, y como un vector ligado cuando lo hace sobre un sélido deformable.

3. Vectores libres. Suma y producto por un escalar.-
Los vectores libres admiten la definicion de las operaciones suma y producto por un escalar con una serie de propiedades

algebraicas (definicion algebraica de vector). No obstante, el primer requisito para poder operar con vectores libres ha de ser la
definicién de una relacion de equivalencia.

DPTO. FiSICAAPLICADA I



2 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

La relacion de equivalencia entre vectores libres estd implicita en la > > > > >
propia definicién de éstos, de tal modo que diremos que dos vectores V a=b=c=d

. . . . — e e
libres son equivalentes (y escribiremos @ = b) cuando tengan respec-

tener diferentes, por tanto, sus rectas soporte y sus puntos de aplica-
cién).

d
tivamente iguales sus médulos, sus direcciones y sus sentidos (podran Z/v c,/' /

La suma de vectores libres, @ + b, se define mediante las conocidas como regla del paralelogramo o regla del tridngulo, y
presenta las siguientes propiedades algebraicas:

e Conmutativa; a+b=0b+a

4
L R . . - E )
e Asociativa: (@+b)+cé=a+ (b+¢) a¥ S
o b
e Existencia de elemento neutro: d+0=a o
>
a

El producto de un vector libre, @, por un escalar, \ (nimero real), se define como un nuevo vector libre, A @, cuyo médulo es
igual al producto del escalar (en valor absoluto) por el médulo del vector original, cuya direccion es la misma que la del vector
original, y cuyo sentido es el mismo o el opuesto al del vector original segiin el escalar sea positivo o negativo, respectivamente.
Esta operacion presenta las siguientes propiedades algebraicas:

e Asociativa respecto al producto por escalar: A (ua) = (Ap)d W=z

e Distributiva respecto a la suma de vectores: A (@ + b) = Ad@+ Ab S R .
e Distributiva respecto a la suma de escalares: (A + p)d = Ad + pd a/ A C/ ,A a

e Existencia de escalar unidad: 14 =@ A>0 A<0

4. Bases vectoriales. Componentes de un vector. Coordenadas de un punto.-

Una base de vectores libres en el espacio ordinario tridimensional E3 es cualquier terna de vectores, B = {41, U2, U3}, tal que
todo vector libre, @, se pueda expresar como combinacion lineal de los mismos, es decir:

a = a101 + axU» + az¥s

Se dice entonces que [a1, a2, az] son las componentes del vector @ en la base vectorial B, lo cual se puede expresar del siguiente
modo:

a = la1, az,as]«p» o bien @ = [a1,a2,a3] (sino hay ambigiiedad respecto a la base)

Por tanto, un mismo vector tendrd una terna distinta de componentes en cada una de las infinitas bases posibles.

Desde un punto de vista geométrico, una base vectorial en el espacio ordinario E’3 es cualquier terna de vectores que no sean
colineales ni coplanarios.

Us
- 7 s ——— 7/
/ / > Vi
’ ’ 1) > ’
V2 Ve 7/ D, Ve
/7 V4 / 1 4
/ 7 / =,
——————————— - L o o - ——————— — -
vectores colineales vectores coplanarios base vectorial de E,
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Para describir el espacio ordinario, se puede definir un sistema de ejes coordenados cartesianos, O X1 X X3, al cual se le asocia
una base cartesiana ortonormal, {1, U2, 43} (formada por tres vectores unitarios, perpendiculares entre si, que siguen las
direcciones de los ejes OX1, OX> y OXs, respectivamente). Cuando el sistema de ejes cartesianos es OXY Z, se prefiere la
notacién {7, 7, E} para su base ortonormal asociada.

La posicién de un punto genérico, P, respecto a un sistema de ejes cartesianos, O X3 X, X3, queda univocamente definida
mediante su vector de posicion:

— . . . X1 4
OP = patiy + potiz + p3us ’ % 0.02.45)
Se denominan coordenadas cartesianas del punto P en dicho sistema LA T TN _,7:
de ejes a las componentes de su vector de posicion en la base ortonormal 7 | pitty PR e !
asociada, es decir, a la terna (p1, p2, p3). f-=-q--=-=---= P (p,.p;.p3)
| P I |
Conocidas las coordenadas cartesianas del origen y del extremo de un vec- TS § op : :
tor, basta restarle las primeras a las segundas para obtener las componen- : o - | !
tes cartesianas del vector. Por ejemplo, dados los puntos P(p1,p2,p3) ¥y : /0 Z‘;z pza’z : .7 X,
Q(q1, 92, q3), es inmediato calcular las componentes del vector PQ): /Pt 17
___________ v
— _ — X
PQ=0Q —OP =[q1 — p1,92 — p2,q3 — p3]
5. Producto escalar.-
Dados dos vectores, d y b, que forman un dngulo 6 (0 < 6 < ), >
se denomina producto escalar, @ - b, al escalar (niimero real) que b 0<n/ Z 0>mn/2
resulta de multiplicar los médulos de ambos vectores por el coseno L»
del 4ngulo que forman: a a
G- b=alb|cos(0) ab>0 Signo ab<0
El producto escalar presenta las siguientes propiedades geométricas:
> >
o ca g a-b=0
a) Condicién de ortogonalidad:
o . . b 0=mn/2
si a#0#b , entonces a-b=0 < a.Llb
a
b) Proyecciones ortogonales:
a-b=|[a]proy; [b] = [b| proy [@]
Aplicaciones:
*si || =1, entonces G- U = proy;|[d| |‘|Z’)| coSs (6)-|
* g1 {1, Uo. U a=(ad u)u a- U») U a - Ua) U >
si {1, U2, U3} esortonormal, &= (@) Uy + (@-Uz) Uz + (@ Uz) Uz proy” > (2]
¢) Métrica (permite medir distancias y angulos):
— Médulo de un vector, a@: = - Distancia entre dos puntos, Py Q: Q /a
\a\ AP
— = = — _— —
l@|=Via-a = d(P,Q)=|PQ|=1\/PQ-PQ P
— Angulo formado por dos rectas, r y s: — Cosenos directores de una recta, 7
i b a-
cos(d) = —2 cos(a;) = —— (i=1,2,3)
|@l|B] ]
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El producto escalar presenta las siguientes propiedades algebraicas:

-,

e Asociativa respecto al producto por un escalar: (@) -b=a- (ab) = a(@-b)

e Conmutativa: a@-b=2b-a

&
|
QL
Sl
_|_
S
oL

e Distributiva respecto a la suma: a - (5 +

o
Il
(=]
Nt

e Cancelativa: Z¥-d=7-b = d=b+¢ (siendo ¢l & vy, portanto, Z -

Respecto al producto escalar en componentes cartesianas, destacaremos:

a) Producto escalar de los vectores de una base cartesiana ortonormal, {1, Uz, U3 }:

A s |dG]=1
1 sii—j » <
U; - Uy = 04 = { 0 siij (0;5 : delta de kronecker) u, (i=1,2,3)

b) Producto escalar de dos vectores arbitrarios, @ y b (se deduce del punto anterior y de las propiedades algebraicas):

a- 5: ai1b1 + azxby + azbs

Aplicaciones:
\/ﬁ
*d(P,Q) =\ PQ-PQ = /(g1 — p1)? + (g2 — p2)? + (g3 — p3)?
* cos(ay) =+t 4 (i=1,2,3) (obsérvese que:  cos?(ay) + cos?(az) + cos?(ag) = 1)

@]~ ddtadtd}

Finalmente, como aplicacién geométrica del producto escalar, se puede deducir la
ecuacion vectorial normal del plano, 7, que pasa por el punto P (21,1, 21) ¥y que
es normal al vector N = (o, B,7). Si P(x,y,x) es un punto genérico del plano T,
entonces:

- — - @ — @ — —_ —

— — — —
NL1PP=N-PbBP=0=N-(OP-0OP)=0=|N-OP=N-0OP,

que, efectuando el producto escalar en componentes cartesianas, se traduce en que
todo punto P(x,y, z) que pertenezca al plano 7 debe satisfacer la ecuacion general:

a(@—x1)+ By —y1) +v(z —21) =0
6. Producto vectorial.-

Dados dos vectores, @ y b, que forman un dngulo 6 (0 < 6 < 7), se denomina producto vectorial, @ A b, a un nuevo vector
cuyo modulo es igual al producto de los médulos de ambos vectores por el seno (en valor absoluto) del dngulo que forman, cuya
direccién es la perpendicular al plano 7 definido por los dos vectores originales, y cuyo sentido viene dado por la regla de la
mano derecha (si colocamos nuestra mano derecha de forma que los dedos sigan el sentido de giro desde el primer vector, a,
hacia el segundo vector, b, por el camino mds corto, entonces el pulgar extendido apunta en el sentido de @ A 5).

médulo: |G Ab| = |@]||b]||sen(d)]
@ANb=q direccion: (dAb) L plano
sentido :  r. mano derecha (@ — b)

El producto vectorial presenta las siguientes propiedades geométricas:

a) Condicion de paralelismo:

>
a

Sy
>
jpl
0
Sy

si @a#0+#0b , entonces aNb=0 < al|b

S
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VECTORES LIBRES E. DRAKE 5

b) Proyecciones ortogonales: Area = 2 Area = |_a) A _b) |
|[@Ab| = |d|proy, g [b] = |b[proy, [d] _
Ao
. A
Aplicaciones:
g
* si |@| =1, entonces |a Ai|=proy, ;[d] a
* El médulo del producto vectorial de dos vectores, |a@ A b s
es igual al area del paralelogramo que tiene como lados a
ambos vectores, o -lo que es lo mismo- es igual al doble del
drea del tridngulo que tiene a ambos vectores como dos de sus
lados.
El producto vectorial presenta las siguientes propiedades algebraicas:
e Noes asociativo: @A (bAG) # (@A) AE
e Anticonmutativa: GAb=—bAd
e Asociativa respecto al producto por un escalar: (@) Ab=a A (ab) = a (@ A b)

Distributiva respecto alasuma: @A (b+¢7) =aAb+aA e

—

Cancelativa: FAG=TAb =— aG=b+\7 (siendo A un parametro real, A € IR)

Respecto al producto vectorial en componentes cartesianas, destacaremos:
a) Producto vectorial de los vectores de una base cartesiana ortonormal y dextrégira,{ 1, iz, i3 }:

— —

— — — — — — >
Uy AN =uz Up AN iz = U1 Uz A\ U1 = U Uy > |u; | =

ﬁ]/\ﬁzifﬁz/\ﬁ] 3 ’17:2/\’17:2:6 (Z,]:1,2,3) Uy (l=l:293)
b) Producto vectorial de dos vectores arbitrarios, @ y b (se deduce del punto anterior y de las propiedades algebraicas):

Uy o U3
anb=1| a1 ay a3
b1 b2 b3

Finalmente, como aplicacion geométrica del producto vectorial, se puede deducir
la ecuacién vectorial de la recta, r, que pasa por el punto Pi(z1,y1,21) y que
tiene la direccién del vector 7/ = («, 3,7). Si P(z,y, z) es un punto genérico de
la recta r, entonces:

— —

— — R — R —
7| PLP=0APLP=0=iA(OP—0P)=0=iANOP =0AOP,

y, aplicando la propiedad cancelativa del producto vectorial, se obtiene:

— —
OP =0P, + AV

de donde se deducen las ecuaciones paramétricas (separando en componentes cartesianas) y las ecuaciones en forma continua
(eliminando el parametro ) de la recta r:

r=z1+A
y=y1+Ap (ec. paramétricas)
z=z1+ Ay

r—r1 Y-y z—2

(ec. en forma continua)
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7. Producto mixto.-

El producto mixto, @ - (5 A €), presenta las siguientes propiedades geométricas
Volumen - = Area__-h

a) El valor absoluto del producto mixto de tres vectores, | a - (5 AC) |, es igual
al volumen del paralelepipedo que tiene como aristas a esos tres vectores:
- - rS

|@- (bAC)|=[bAC|proygzs [@] = Volumen o

. 13

b) Condicién de coplanariedad (para a, by ¢ no nulos): =
3 = .
= b Area__=|bAc]|

a- (5/\ &) =0 <= @&byc soncoplanarios

Aplicacion:
* Tres vectores, @, b y ¢, constituyen una base vectorial del espacio ordinario F3 si, y sélosi, @- (b A ¢) # 0.

El producto mixto presenta las siguientes propiedades algebraicas:
e Permutabilidad ciclica: @-(bA@) =b-(CAT) = (TAD)

e Antipermutabilidad aciclica: @- (bA @) = —b- (@A )

ay a2 as
El producto mixto en componentes cartesianas de tres vectores arbitrarios, @, by ¢, se expresa:  a-(bAC) =| b1 b2 b3
1 C2 (3

Aplicaciones:
* Producto mixto de los vectores de una base ortonormal dextrégira, {1, iz, U3 }:

0
al-(azAag)Z 0(=1
1

S O =
S = O

* Ecuacién del plano, 7, que pasa por tres puntos no alineados, P;(x1,y1,21),
Py(x2,y2,22) ¥y Ps(x3,y3,23). Todo punto P(z,y,z) que pertenezca al plano

7 debe satisfacer la ecuacion:
r—r1 Yy—yYyp =z—21 _ s —
(coplanariedad de P, P, P, P>, P; P3)

To—T1 Y2—Yy1 22—z |=0
T3—T1 Ys— Y1 23— 21

8. Doble producto vectorial.-

|
~
ST
&
S
\
~
ST
=
o

Aplicaciones:

* Desarrollo del producto escalar de dos productos vectoriales:

(@Ab)- (EAnd)=¢ [dA(@Ab)]=c-[(b-d)a— (-

DPTO. FiSICAAPLICADA I



CINEMATICA DEL PUNTO E. DRAKE 7

CINEMATICA DEL PUNTO

1. Introduccion.-

Se dice que un cuerpo se halla en movimiento respecto a otro cuando existe un cambio continuo de su posicion relativa a lo largo
del tiempo. La rama de la Fisica que se dedica al estudio del movimiento de los cuerpos es la Mecanica, y ésta se subdivide en
las siguientes disciplinas:

e Cinematica, que describe geométricamente el movimiento sin atender a sus causas.
e Dinamica, que conecta el movimiento y sus caracteristicas con las causas (fuerzas) que lo producen.

o Estatica, que establece las condiciones de equilibrio mecédnico (ausencia de movimiento).

El punto material es un modelo matematico consistente en un punto geométrico (sin dimensiones) dotado de una masa finita y
distinta de cero (densidad madsica infinita). La utilidad de este modelo radica en que:

- proporciona un punto de partida relativamente simple para el desarrollo tedrico de la mecdnica de modelos mas complejos;

- aproxima el comportamiento dindmico de aquellos cuerpos cuyas dimensiones propias son muy inferiores a las dimensio-
nes promedio de sus desplazamientos (por ejemplo, los cuerpos celestes);

- permite estudiar el movimiento del centro de masa de cualquier sistema mecénico.

2. Algunos elementos de la geometria de curvas.-
El movimiento de un punto en el espacio ordinario tridimensional, F'3, genera una curva alabeada (trayectoria). En consecuencia,

la descripcién geométrica del movimiento de un punto (objeto de su Cinemadtica) requiere el previo conocimiento de algunos
elementos de la geometria de curvas.

2.1. Ecuaciones de una curva.

7 /
La ecuacion vectorial de una curva, C, viene dada por una funcién vectorial
de variable real: PO
—
r=7(A) =0PQ) =[x(A),y(A),z(A)];  (con X e R)
de donde, separando las componentes cartesianas, se obtienen las ecuaciones 7 (V) C
paramétricas:
x=ux(N\) >
y=y(\) Xy 0 Y
z=2z(\)
. . . . L Fi(z,y,2) =0
y, eliminando en estas tltimas el pardmetro ), se llega a las ecuaciones implicitas: Fole,y,2) =0 ° las cuales corresponden,
PACZNCR) =

respectivamente, a sendas superficies en E’3 cuya interseccion es la curva C'.

Por otra parte, A no es el tinico pardmetro posible para describir la curva C' (existen infinitos). Asi, por ejemplo, la definicion de
un nuevo parametro 1 mediante el cambio:
A= A(w)

permitiria la siguiente reparametrizacion de C:
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8 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

Ejemplo:

* La circunferencia de ecuacion vectorial:
7=7(0) = [acos(0),a sen (6),0] 7
y de ecuaciones paramétricas cartesianas:

x = a cos (0)
y = a sen (0) a 1)

z2=0

<
=
~

0

se puede reparametrizar mediante el cambio ¢ = 5 — ¢, resultando la
nueva ecuacion vectorial: X

7=7(¢) = [asen(d),a cos(¢),0]

~

22 4 y? —a?=0

La eliminacién del pardmetro ¢ (o del pardmetro #) conduce a las ecuaciones implicitas: { =0 , que

corresponden a una superficie cilindrica y a un plano cuya interseccion es la circunferencia.

2.2. Longitud de una curva.

Se denomina parametro natural o parametro arco, s, de una curva, C, a la longitud del segmento de curva (arco) comprendido
entre un punto de eleccion arbitraria, Pp (origen de arcos), y un punto genérico, P.

Suponiendo que la curva C' estd parametrizada inicialmente en A, y

diferenciando su ecuacién vectorial, se obtiene el vector desplaza- 71 .y
miento elemental, d7, como: Asx|Ar|
JF dr du d ds = |dr|
- T T ay az
di = —d\ = | —, —, — | d\
T {d)\’dA’dA}

Pero el elemento de arco, ds, y el médulo del vector desplazamiento
elemental, | d°|, son infinitésimos equivalentes, es decir:

P,(s=0)

|AF| | dF|

NAs—0 As ds

~ v

Por tanto:

. dz\ 2 dy 2 dz\?
ds-|dr|-\/(5) +(5) +(a) dA
e, integrando esta ecuacion entre los puntos Py y P, se obtiene una relacion finita entre los parametros s y A:
s A 2 2 2
dx dy dz
= ds = — — — | dX
° /0 ° AD\/<dA) * (dA) +<d>\>

Mediante la reparametrizacién A = A(s), y separando en componentes cartesianas, se llega a las ecuaciones paramétricas
naturales de la curva C":

Ejemplo:

* Para la circunferencia de ecuacién vectorial:

=3

7=

(0) = [acos(#),a sen(6),0]

se deduce facilmente que s = a 6§ (eligiendo el origen de arcos,
Py, en 6 = 0);y, por tanto, la reparametrizacién natural conduce
a:

7= 7(5) = [a cos(s/a).a sen (5/2),0]
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2.3. Triedro intrinseco o de Frenet.

En cada punto, P, de una curva, C, de ecuacién vectorial 7 = 7(s), se define el triedro intrinseco o triedro de Frenet,

{T, ﬁ, ?}, constituido por:

— 47 o z
T = s (vector tangente unitario)
S
N
dT d?7
— s 7.2
N = di = ds (vector normal principal)
dT d27
‘ ds ‘ ds?
0
— —  — )f/
B=TAN (vector binormal)

d d?
Para las derivadas respecto al pardmetro arco, se usa habitualmente la notacion % = (), () = ()". Por ello, las

definiciones de T y N se pueden abreviar del siguiente modo:

— —
T:F’ ; N: =
|—>/‘ |7I‘//|

Como caracteristicas fundamentales del triedro de Frenet, cabe sefialar que es:
a) local, ya que se define en cada punto de la curva, y la direccién de sus vectores varia en general de un punto a otro;

b) intrinseco, ya que es caracteristico de la geometria local de la curva, e independiente del sistema de coordenadas con el
que se la describe;

¢) ortonormal, ya que los tres vectores que lo constituyen son unitarios y ortogonales entre si:

— dr dr —
T | = d_r :%:1_ Por tanto, || T | =1
S s
—/
< T ¥
*|N|= — =1 Por tanto, || N | =
|7 |
- —
— - — (T.T) — = -7 = — —
*|T|=1 = T -T=1(te) = 7 =0 = 27-T =0 = T 1T = |NLT
s
— - — — —
*|B|=|TAN|=|T||N|sen(n/2)| =1 Por tanto, || B | =
- = = - = - —
* B=TAN - B1T|y|BLN

En cuanto a las direcciones y sentidos de los vectores del triedro de Frenet, obsérvese que:

e como su propio nombre indica, el vector T es tangente a la curva en cada punto:
— — . .
Tds=drf = T | dF (direccién de la tangente)
y su sentido es el que corresponde a valores crecientes del parametro arco, s;

-
e debido a su propia definicién, el vector N apunta en la direccién y sentido en los que tuerce la curva en cada punto (es
decir, hacia donde gira su recta tangente):

d? — — — —

— - =
e la direccion y el sentido del vector B se deducen directamente, aplicando su definicion, de los de 7" y N. Cabe sefalar,

=
no obstante, que la direccion de B se mantiene constante a lo largo de una curva si, y sélo si, ésta es plana.
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10 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

Ejemplo:

* Para la circunferencia que venimos considerando, se tiene:

7N
7(s) =[acos(s/a),asen(s/a),0]
7'(s) =[—sen(s/a),cos(s/a),0]
7" (s) =[—cos(s/a)/a,—sen(s/a)/a,0]

calculandose el siguiente triedro de Frenet:

z(s) — [—sen (s/a), cos (s/a), 0]
N(s) = [~cos (s/a). —sen (s/a), 0]
B(s) =[0,0,1]

2.4. Curvatura y radio de curvatura.

Se define la curvatura, «, de una curva, C, en un punto, P, como el médulo de la derivada de su vector tangente unitario respecto
al pardmetro arco:

aT

.,
:—:T :_‘”
o= LD T =)

Por tanto, si se conocen las ecuaciones paramétricas cartesianas de la curva, se puede calcular su curvatura mediante la expresion:

= \/ (2 () 4 (%) = Verrwreer

El vector normal principal, N, se puede redefinir entonces como:

—/
T
R

— — —
N = = T =kN (1% ecuacién de Frenet)

El radio de curvatura, R,;, de una curva, C, en un punto, P, es la inversa de su curvatura en dicho punto:
1
R, =—
K

Ejemplos:

* En una circunferencia -de radio a-, la curvatura tiene valor constante
(k = 1/a) y, por consiguiente, también es constante el radio de
curvatura (R, = a). Ndtese, ademds, que su radio de curvatura
coincide con su radio geométrico.

* En una recta, el vector T es constante, y, por tanto, la curvatu-
ra es nula (x = 0) y el radio de curvatura es infinito (R, = 00).
Obsérvese, ademads, que es imposible definir los vectores N y B.

Como caracteristicas de x y R, cabe sefalar que:

e son propiedades locales de una curva, es decir, sus valores varian en
general de un punto a otro;

recta tangente

e son siempre mayores o iguales que cero (por definicién);

e cuanto mds “cerrada” es una curva en un punto, tanto mayor es su
curvatura, k, y tanto menor es su radio de curvatura, R,. De he-
cho, R, puede interpretarse como el radio de una circunferencia que
aproxima, hasta la derivada de segundo orden, el comportamiento
local de la curva (circunferencia osculatriz).

circunferencia
osculatriz

centro de curvatura
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3. Cinematica del punto. Generalidades.-

7 A C (trayectoria)
El movimiento de un punto, P, con respecto a un sistema de ejes cartesianos,
05,4 YZ ,’queda Fompletamente determinado si se conoce su vector de posicion P (punto mévil)
en funcidn del tiempo ¢:
— — -
F=7(t) = OP(t) = [z(t),y(t), 2(t)] /s
(1)
Pero 7 = 7 (t) es la ecuacién vectorial de la curva (trayectoria) que describe R
el punto a lo largo de su movimiento, ya que el tiempo ¢, aparte de su evidente X /0 Y,
significado fisico, es un pardmetro de los infinitos posibles para describir una
curva.
x = x(t)
Las ecuaciones t-paramétricas de la trayectoria se denominan ecuaciones horarias: y=y(t)
z = z(t)

Si la trayectoria viene descrita mediante otro pardmetro que no sea el tiempo ¢ (por ejemplo, ), se denomina ley horaria al
cambio de pardmetro A = A(t), aunque dicha denominacién se reserva por defecto para s = s(t).

La velocidad instantanea, ¥/, y la aceleracion instantanea, @, del punto P se definen, respectivamente, como:

. dr Ldv dPF
v=— a=—=—
dt dt  di?
. d? .
Para las derivadas respecto al parametro tiempo, se usa habitualmente la notacién c(lt) =(), dt(z) = (). Por ejemplo, en

componentes cartesianas: @ = [&,9,%], @ =[Z,¥, Z].

4. Componentes intrinsecas de la velocidad y la aceleracion.-

Se denominan componentes intrinsecas de la velocidad y la aceleracion a sus respectivas componentes vectoriales en la base
ortonormal que forman los vectores del triedro intrinseco:

— — —
=vrT +vyN +vg B

— — —
arT +axN +apB

Las componentes intrinsecas de la velocidad se deducen a partir de la definicién de velocidad instantanea, y utilizando la regla
de la cadena de la derivacion:

N S
Tdt T dsdt UN =
’UB—O

Se denomina velocidad escalar, v, al médulo del vector velocidad, que coincide con la componente tangencial vy (si § > 0), al
ser ésta la inica componente intrinseca no nula:
v=|T|=vr =5

Se comprueba, por tanto, que la velocidad, ¥, de un punto en movimiento es siempre tangente a su trayectoria:
o —
v=vpT

Conocida la velocidad escalar en funcién del tiempo v(t), se puede deducir la ley horaria mediante integracién:

_ds

v(t)—dt = ds=v({t)dt = s(t)zs(to)—i—/ v(t)dt

to

Las componentes intrinsecas de la aceleracion se deducen derivando respecto al tiempo la velocidad expresada en componentes
intrinsecas (y usando la regla de la cadena de la derivacion y la primera ecuacion de Frenet):

ar =v =8 (tangencial)
di  dwT) d dT dT 2 2 2
v v () L= . L= N v
ld= — — =—1T —_— = T - — T — N _— - 2 L
T dt dt T a +v a5 oY + R, an i - (normal o centripeta)
ap = 0
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12 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

Se comprueba, por tanto, que la aceleracidn, d@, de un punto en movimiento estd siempre contenida en el plano osculador de la

trayectoria (denominacién que recibe el plano definido en cada punto por T y ﬁ):

— —
ad=arT +anyN
——

— —

ar an

Por 1ltimo, es interesante comparar las componentes tangencial, ar, y normal, a, de la aceleracion en cuanto a la informacion
que contienen, sus signos posibles y las circunstancias en que se anulan de forma permanente:

ar anN
informacién variacién temporal del médulo de v variacion temporal de la direccién de ¢/
signo positivo (movto. acelerado) o negativo (movto. retardado) siempre positivo
nulidad permanente en el movimiento uniforme en el movimiento rectilineo

5. Determinacién cinematica de elementos geométricos de la trayectoria.-

Conocidos los vectores velocidad, ¥, y aceleracién, @, de un punto, se pueden determinar directamente a partir de ellos sus
componentes intrinsecas, asi como algunos elementos geométricos de la trayectoria (radio de curvatura y triedro de Frenet):

vp =v=|7| (supuestoque s> 0)

. v-d
ar = PTOYqu[a] =
v
. |5Aadl
ay = proy, @] = -5
02 V3
RH:_: Jr—— /
any |UAd
7" Oy
— /
— U — d—arT — TAA
T =-—, N = , B=-——
v an vAa

6. Movimientos elementales.-

6.1. Movimiento rectilineo.

a) Definiciéon: movimiento de un punto cuya trayectoria es una recta o

segmento rectilineo.

N
T=cte = kK=0(te) = R,=x
b) Propiedades:
— — P

ay=0 = dl|v

retardado

acelerado

¢) Ley horaria:

general — |s=s(t)

mru. — ar(t)=0 = o(t)=v(cte) = ‘s(t) =s(0) + vt‘

mrua. — arp(t)=a(cte#0) = o(t)=v(0)+at = ‘ s(t) = s(0) +v(0)t + at2/2‘

Nota: Las siglas m.r.u. corresponden al movimiento rectilineo uniforme; y las siglas m.r.u.a., al movimiento rectilineo

uniformemente acelerado.
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6.2. Movimiento circular.

a) Definicion: movimiento de un punto cuya trayectoria es una circunferencia
-de radio a- o un arco de circunferencia.

curvaplanacon kK =1/a(cte) = R, = a (cte)

b) Ley horaria:

general —

at) =0 = w(t)=wlcte) = |0(t)=0(0)+uwt]

m.c.u. —

‘s(t):a[9(0)+wt]‘ = ut)=aw(cte) = ar(t)=0, an(t) =v?/a = aw? (cte)

Nota: Las siglas m.c.u. corresponden al movimiento circular uniforme.

¢) Periodicidad del caso uniforme:

El movimiento de un punto P (respecto a un sistema de referencia de origen O) es periédico, de periodo finito 7', si su
vector de posicion 7 (t) = OP (t) satisface la ecuacion:

F(t+T)="7(t); (paraVi)
Se puede comprobar que el movimiento circular uniforme (m.c.u.) es periédico con:

2 1
=" (periodo) — v=—== “ (frecuencia natural)
w T 27

d) Descripcion vectorial del movimiento circular:

Definimos el vector velocidad angular, &, como un vector

deslizante que tiene: I eje de
. | giro
e médulo: |&| =|w|=16]; I
. . A
e recta soporte: el eje de giro; 2
e sentido: segiin la regla del tornillo (el sentido de avan- 4

ce de un tornillo que gire en el mismo sentido que P);

y definimos el vector aceleracién angular, &, como:

s
a= d—j (colineal con &)

Se puede comprobar que:

N . e fiio d R
T=POANSZ=BANOP=3GAT ge fijo de or=7
A referencia =r
A= —=AaAANTH+IANT=aANTF+DTN(DAT)
dt —— N——

—
Nota: El punto O en la figura es el centro de la circunferencia descrita por el punto P, pero en realidad la expresion v = PO A &

se mantiene valida con tal de que el punto O pertenezca al eje de giro (precisamente por eso, se dice que & es un vector deslizante).
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6.3. Movimiento arménico simple (m.a.s.).

Y
a) Definiciéon: movimiento rectilineo y periédico que se obtiene al _4__
proyectar un movimiento circular uniforme (m.c.u.) sobre un P T~o
didmetro cualquiera de la trayectoria. /// AN \
/ 4 \
. . / \
b) Ecuacion horaria: ,, 0(1)— 7\‘ fase
0(t) = 6p +wt, donde w = cte,y 6y = 6(0) \ 0 > "}T‘ Xa
‘ *()— /
_ 4) — 7 \ A1) —
a(t) = a cos(fo + wi) = () =z(t)7 \ clongacién /
x(t) = fawzsen(Qo +wt) = YI)= ac(t) 7 Y 0.
Z(t) = —aw® cos(fp +wt) = a(t) = Z(t)7 ~oo_ ' amplitud
¢) Terminologia especifica:
x(t) : elongacién a : amplitud (mdxima elongacién) 6o : fase inicial
O(t) : fase w : frecuencia angular o pulsacién T (= 27 /w) : periodo

d) Ecuacién diferencial: T=—-w?r = T4+wlx=0

6.4. Movimiento helicoidal uniforme (m.h.u.).
a) Definiciones:

e movimiento de un punto que recorre una hélice con ve-
locidad de mddulo constante;

e movimiento que resulta de la superposiciéon de un movi-
miento circular uniforme (m.c.u.) en un plano y de un
movimiento rectilineo uniforme (m.r.u.) a lo largo de
una recta normal a dicho plano.

b) Ecuaciones cartesianas horarias:

x(t) = a cos(wt)
y(t) = a sen(wt)
z(t) =wvot

¢) Caracterizacion: se propone como ejercicio el calculo de:

. - — —
e geometria de la trayectoria — s, T', N, B, K, R;

e cinemitica del m.h.u. — ¥, @, v, ar, an.
6.5. Movimiento central.

Se dice que el movimiento de un punto P es un mo- convergente divergente
vimiento central si existe un punto fijo O* (centro
del movimiento), tal que la recta soporte del vector
aceleracion, @, del punto P pasa en todo instante
por dicho punto O*.

>
. . N a
Matematicamente, si llamamos 7 * al vector de po- |
sicién relativa de P respecto a O*, la condicion de ‘l /P
movimiento central viene dada por: A
/-
— — — — i~ *
OP=7*|d = #*ANd=0 O* (centro) O* (centro)

DPTO. FiSICAAPLICADA I



CINEMATICA DEL PUNTO E. DRAKE 15

Es importante advertir que el centro del movimiento, O*, no ha de coincidir necesariamente con el origen de coordenadas, O.
Precisamente eso es lo que pretende subrayar el uso del asterisco en nuestra notacion:

e —
O'P =7*+#7=0P

Sin embargo, con vistas a posteriores razonamientos, conviene observar que, al ser O* un punto fijo, se verifica (cuando P se
desplaza) que:

dr* dr
dt dt

=

dr*=dr =—

6.5.1. Descripcion del movimiento plano de un punto en coordenadas polares.

Dado el plano cartesiano O XY, se definen las coordenadas polares
p (radial) y 6 (acimutal):

N\
p =%+ y? x = pcos(h) Y "
6 = arc tan (y/x) y = p sen(d) uap
o P
Asociada a las coordenadas polares, se define la siguiente base orto- '
normal del plano: Q |
U, =cos(f) U+ sen(d))y — direccion radial TA E
g = —sen(f) 7'+ cos(f) ) — direccién acimutal 0 :
de cuya derivacion temporal, se obtiene: ) > Xy
di, di, . . dilg  dug - .
e A

Por tanto, la cinemadtica de un punto mévil, P, que realiza un movimiento plano en OXY se describe (en coordenadas polares)
mediante los siguientes vectores de posicion, 7, velocidad, ¥/, y aceleracion, a:

F—OP=pi, — T=" j iyt pf iy = d="0 = (F—pf?) i, + 250 +pi)
T = =pu T=—= U d=—= (P — U U
pPUp PN &/ 0 dt P p P 0

Up Vo a, ag

6.5.2. Concepto de velocidad areolar.

Sea P un punto mévil en el plano OXY, y sea O* un punto fijo
en dicho plano. El elemento de drea barrido durante un interva- posicién de P

lo infinitesimal de tiempo, dt, por el vector de posicion relativa después de “dt”
#*=O"P viene dado por:

dA=dAk

- 1 — % — % 1 — % — 1 — % —
dA= -7 "Ndr"= -7 "Ndr = -7 N udt
2 2 2 N
Nétese la naturaleza vectorial del elemento de drea definido: su
direccién es la normal al plano (en la figura, direccién k); y su
sentido depende de la orientacién del barrido.

O*
(punto fijo)
Se denomina velocidad areolar, V4, del punto P en su movimien- Y
to respecto al punto O*, al 4rea barrida por el vector de posicién
relativa 7*= O'P en la unidad de tiempo, con signo positivo si
el sentido del barrido es antihorario, y con signo negativo en caso k O X
contrario.

. . . ., . . . =5
Asignando a la velocidad areolar, V4, la direccion normal al plano del movimiento, se obtiene el vector velocidad areolar, V4,
cuya evaluacion instantdnea viene dada por la expresion:

SN

Vi = _ 1
= =—F"AY
A 2T [

En sentido inverso, se puede decir que la velocidad areolar, V4, es el modulo dotado de signo del vector velocidad areolar, 17,4{.
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16 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

6.5.3. Teorema fundamental del movimiento central.

El movimiento de un punto P es un movimiento central (con centro en O*) si 'y solo si es un movimiento plano (en un plano que
contiene a O*) y con velocidad areolar constante (respecto a O*).

Demostracion:

N
La derivada temporal del vector velocidad areolar, V4, del punto P en su movimiento respecto a O*, resulta ser:

N
AVa _1drt o di 1 1 L
L T+ =7 — =—UANU+=T"ANa==r"Na
dt 2 dt 2 dt 2 2 2
——
=0

—
.. — - d V — -
movimiento central < F*AG=2 d—tA =0 <= Vy=cte

—
Pero el vector V4 no es mds que la velocidad areolar V4 dotada de la direcci6n del vector (¥ * A ¥). En consecuencia, es obvio
= 2z . 4, . . . ., — —
que el vector V4 serd constante si, y s6lo si, son constantes la velocidad areolar V4 y la direccién del vector (7* A ¥).
A su vez, es posible demostrar que la direccién del vector (7 * A ¥) es constante si, y s6lo si, el punto P se mueve en un plano

que contiene a O*. En efecto:

a) si el vector (7* A ¥) tiene direccién constante, entonces:

— — —
F*ANT=2Vy=C (cte) = 7* (F*AG)=7*C=|0P-C=0

N
satisfaciendo el punto P, por tanto, la ecuacién vectorial normal de un plano que pasa por O* y es normal a C';

b) si el punto P se mueve en un plano que contiene a O*, es evidente que tanto el vector de posicién relativa, 7, como el
vector velocidad, ¥, estardn ambos contenidos en dicho plano, y que, por tanto, su producto vectorial, el vector (7 * A %),
tendrd como direccion constante la normal al plano del movimiento.

En definitiva, la demostracién del teorema fundamental del movimiento central ha quedado completa al comprobarse que:

Vi—cte « | Vazce
A= direccién de (F*A¥) =cte <= movimiento plano

En coordenadas polares:

Un ejercicio complementario interesante consiste en, supuesto que el movimiento de un punto P es plano, comprobar el teorema
fundamental del movimiento central en coordenadas polares.

Eligiendo como polo O (origen de coordenadas polares) al punto O* respecto al que se va a medir el vector velocidad areolar del
punto mévil P, es decir, tomando 77 = 7 ¥, se tiene:

L . 1 ,ew 1 ,.
pup/\(Pup+p9ue):§p29k — 1/,4:5;)29

y derivando la velocidad areolar, V4, respecto al tiempo:

dVi 1 .o w1
2VA 252 -
o 2p( PO +p0) 5 P a0
Por tanto, es obvio que:
dVa S 1 -
Vy=cte <= ek 0 <= a=0 <= dJu,| =7" (movimiento central con centro en O*)
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VECTORES DESLIZANTES

1. Definicion de vector deslizante. Momento.-

Un vector deslizante es un vector geométrico que queda caracterizado por su médulo,
direccidn, sentido y recta soporte; y que es invariante, por tanto, ante deslizamientos a lo ,
/
largo de su recta soporte. ;A ;A

Simbélicamente, un vector deslizante se puede expresar como (a@; A), donde @ especifica / /
el vector como si fuese libre, es decir, define su médulo, direccion y sentido; y A repre-
senta la recta soporte a la que se encuentra sujeto el vector en su posible deslizamiento. a a

Para concretar la recta soporte A, se puede expresar el vector deslizante como (@; Py ), / ’p,
siendo P; un punto cualquiera de A. La ecuacidn vectorial de la recta soporte es entonces: / /

>, /

— —
A:OP=0P +)\d (AMeR)
donde O es un punto arbitrario de referencia, y P es un punto genérico de A.

El momento de un vector deslizante, (d; A), respecto a un
punto, O, se define como:

— -
Mo(d@;A)=0OPy ANd| (con P, € A)

N
Sefialaremos como propiedades del momento, Mo (a; A),

que:

a) es un vector ligado al punto O;

b) es perpendicular al plano 7 definido por la recta A y el punto O;

¢) sumodulo es igual al producto del médulo del vector @ por la distancia entre el punto O y la recta A:
— o —_— N N —_— .
| Mo(@;A)| = |OPy A | = [d@[proy, 4 [OP1] = |@[d(0,A);

d) es independiente del punto de aplicacién de @ con tal de que dicho punto pertenezca a A:

— — — — — —
si PeA — OPAd=(OPL+PP)AG=OP Nd+PIPNd=0P ANd
N—_——
=0

17

Obsérvese que, como consecuencia inmediata de la propiedad c), el momento de un vector deslizante no nulo respecto a cualquier

punto de su propia recta soporte es nulo:

§a40 — Mo(@A)=0 < OcA

2. Sistema de vectores deslizantes.-

A
>
IS
>
=

Un sistema de vectores deslizantes (en adelante, s.v.d.) es un it -7 1

conjunto, finito o infinito, de vectores deslizantes. a, '2/' > a’n
De forma genérica, un s.v.d. de n vectores deslizantes se puede eee
expresar como: 1P, P

S={(ds; Ai) ity A, \ i N
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18 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

2.1. Resultante y momento resultante.

La resultante, I%(S), de un s.v.d. S es el vector libre que se obtiene de la suma geométrica de todos los vectores deslizantes del
sistema como si fuesen libres:
n
S)=>d
i=1

N
El momento resultante, Mo (S), de un s.v.d. S respecto a un punto O (o en un punto O) es el vector ligado a O que se obtiene
de la suma geométrica de los momentos de cada uno de los vectores deslizantes del sistema respecto a dicho punto O:

O\, ’L % % %
ZM di; ZOP Ad; (con P, € A;)

Al conjunto {R( ) 0(5)}, se le llama reduccion del s.v.d. S en el punto O (o sistema reducido en O):

—

584 = {R(5): Mo(S)}
y, por eso, al punto, O, respecto al que se calcula el momento resultante de un s.v.d., se le llama centro de reduccion.

2.2. Campo de momentos: ecuacion y propiedades.

Se denomina campo de momentos de un s.v.d. S a la aplicacién que hace corresponder a cada punto del espacio ordinario, Fs,
el momento resultante del sistema respecto a dicho punto:

f: PeE; — Mp(S)

La ecuacion del campo de momentos es aquélla que permite relacionar entre si a los momentos resultantes de un s.v.d. respecto
a dos puntos distintos (cambio del centro de reduccion). Deduzcamosla:

ZPP Aa,_Z(%+aﬁ)A ZOP /\aZ—I—PO/\(ZaZ):MO(S)-FP‘O)/\;B(S)

=1 =1 i=1

Abreviadamente, queda:

— — — - — — - —
Mp =Mp+ POANR o bien Mp = Mo+ RANOP

Algunas propiedades del campo de momentos de un s.v.d. son las siguientes:

a) El campo de momentos queda univocamente determinado si se conocen:

= —
— Laresultante, R, y el momento resultante, Mo, en un punto O cualquiera.
— — — . .
— Los momentos resultantes, Mo,, Mo, y Mo,, en tres puntos no alineados cualesquiera, O, Oz y Os.

es decir, toma idéntico valor en todos los puntos del espacio:

Sié:ay — — —  — / f" /
— Mp = Mp + AN OP = Mo

R
~~
0

b) Si la resultante, R, es nula, entonces el campo de momentos es uniforme, j
—>

definidos por los puntos de igual momento resultante son rectas paralelas a

¢) Si la resultante, ]5; es distinta de cero, entonces los lugares geométricos —
\ g
la resultante R: IRAREENE Mo \
P T Y-l
— = O -
>

si R #0 A L L
— Mp=Mp < RAOP=0 < R|OP o

y P#0 ‘&
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VECTORES DESLIZANTES E. DRAKE 19

2.3. Momento axico.

El momento dxico resultante, Mz(.S), de un s.v.d. S respecto a un eje
T" de direccion u es el escalar que resulta al proyectar sobre el eje I el
momento resultante del s.v.d. respecto a cualquier punto de dicho eje:

Ma(S) =@ Mo(S) (con|@|=1; O€T)

Para comprobar que esta definicidn es correcta, hemos de verificar que en efecto puede ser cualquiera el punto del eje I' elegido
para calcular y proyectar el momento resultante del s.v.d., ya que la eleccién de dicho punto no afecta al valor del momento dxico
resultante:

— — — - — — - — —
si P,OeTl y,portanto, @] OP — @ -Mp=u-(Mo+RAOP)=4-Mo+1u-(RANOP)=14-Mp
0

2.4. Invariantes.

Un invariante de un s.v.d. es cualquier magnitud, caracteristica del mismo, que sea independiente del centro de reduccion.
Aunque no son los tnicos, hay dos invariantes fundamentales:

a) La resultante, R, cuya invariancia es evidente a partir de su propia
definicién, ya que se trata de un vector libre.

b) La proyeccién, m, del momento resultante sobre la direccion de la
resultante:

=0
RN . O = Sr=e U
M (M, P - M, : P M,
VPOECE — qu:R( OJ:R/\O ):RqurR (Rj\O ):Rqo
|| IR IR IR IR

2.5. Eje central.

El eje central, A, de un s.v.d. (de resultante no nula) es el lugar geométrico de los puntos del espacio en los que el momento
resultante del s.v.d. tiene médulo minimo. Es decir, llamando C' a un punto genérico del eje central, se tiene:

— — .
VCeAe — Mec=M min

Como consecuencia de la tercera propiedad del campo de momentos estudiada en el apartado 2.2 (propiedad c), el eje central ha

de ser necesariamente una recta paralela a la resultante R.

—
Por otra parte, el momento resultante, Mp, de un s.v.d. en un punto P arbitrario puede siempre descomponerse en la suma de
dos componentes vectoriales: una, paralela a la resultante R; y otra, perpendicular a dicha resultante:

— —|I|IR  —1R . —lR

donde se observa que la componente paralela a la resultante es invariante, ya que sabemos que tanto la proyeccién m, como la
direccién de la resultante r = R/|R |, son ambas invariantes de un s.v.d.

En consecuencia, el momento resultante de un s.v.d. tendrd médulo minimo en aquellos puntos del espacio en los que sea minima
su componente perpendicular a la resultante. Pero el valor minimo posible de una componente es cero. Asi que, antes que nada,
procede preguntarse si existe una recta paralela a la resultante en cuyos puntos se anule la componente del momento resultante
perpendicular a la resultante. Vamos a demostrar que en efecto existe dicha recta, la cual constituye obviamente el eje central,
Ac, del s.v.d.
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20 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

— 1R — -

5 — 5 - — - — 5
Me =0 <= proy, 5[Mc]=0 <= RAMc=0 = RA[Mo+RANOC]=0 =
—

—

— RAMo R-OC -

- — - - — - — - — - gl g o
RAMo+RA(RNOC)=RAMop+(R-OC)R—|RI"OC=0 = OC= |ﬁ|2 + |ﬁ|2 R
Teniendo en cuenta que C' es un punto genérico de una recta,
y que, por tanto, la expresion: A
C
- —
R-OC

[R[?
corresponde a un parametro escalar variable, se obtienen las
siguientes conclusiones:

e La ecuacion vectorial del eje central A viene dada
por:

- —
N M. N
VCeAs — ocz%jtm

donde O es cualquie[r\7punto en el que se conozca el
momento resultante, Mo, del s.v.d.

e El valor paramétrico A = 0 corresponde al punto C* que se obtiene de proyectar ortogonalmente el punto O sobre el eje

central:
C* e Ac o N
_

N -
R10OC* = R-0C*=0

e En todos los puntos del eje central, el momento resultante del s.v.d., o bien es nulo (si el invariante m = 0), o bien es
paralelo a la resultante (si el invariante m # 0), pudiendo expresarse en cualquier caso como:

— — . .
Meeae =| M™ =mig |=m —

Por dltimo, cabe sefialar que los s.v.d. de resultante nula no tienen eje central, ya que, tal como se indic6 con anterioridad, su
campo de momentos es uniforme.

3. Sistemas particulares.-

3.1. Vector suelto. A
Es un s.v.d. que consta de un tnico vector: / -
S={(@A)} _--"""P,

Propiedades:

e R=a

— Py — — g —
.m:a]\ﬁo_'(rqA):a(?{)ﬁ/\a):O — Mmin:(‘)’
a a

e Ac = A, yaque el momento resultante es nulo (y, por tanto, tiene médulo minimo) en cualquier punto de la recta soporte
del vector deslizante.
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3.2. Par de vectores. p 75 R
> b 7/
Es un s.v.d. que s6lo consta de dos vectores de médulos iguales, a 7
rectas soportes paralelas y sentidos opuestos: /:
-a
. . // 7/ P
S={(a A1), (=d;A2)} con Ay [| A; it S0
Propiedades:
e R =a+ (—a@) = 0 (por tanto, campo de momentos
uniforme e inexistencia de eje central). ]7[
—
e El momento resultante M (independiente del centro de re- L S I ¢
o ] - . J p 7 A 7A, /
duccién O a consecuencia de la uniformidad del campo) e L7 e //
es perpendicular al plano 7 definido por A1 y Ao, tiene el // a 7 //
sentido que resulta de aplicar la regla del tornillo al giro // > S
indicado por el par de vectores, y su médulo es igual al yd e >p @ e
. . . / —d (A, A) =" 13 S
producto de | @ | por el brazo del par (distancia entre las S n o ’ %
dos rectas soporte, d(A1, As)):
— — — — —_ — e
M=Mo=0PiNd+OP, AN(—d)= (0P, —OPy))Nd=P,PLNd
— _— N N —_— N
|M| =[PPy nd|=|d|proy, z[P2Pr] =|d|d(Ar,Az)
3.3. Vectores concurrentes.
Es un s.v.d. tal que todas las rectas soporte tienen un punto A en \\AZ
comtn (punto de concurrencia): \ // A,
\
/
S={(a@;A)}, talque 3Ac A, (¥i) Z\ s
2 \ > ..
Propiedades: é1 \ as
~ \ >
— . \ Cln -
° MA =0 X \ / A“
- — a, ~ \\$/’ -
R-My ~min & - AN
o m = |]§| =0 = M"=0

e Si existe eje central A¢ (es decir, si R #* 6), entonces el punto de concurrencia, A, pertenece a dicho eje (A € A¢). Por
tanto, la ecuacion vectorial del eje central Ao admite, ademas de la expresion general, la siguiente expresion particular:

VOeAr — OC=O0A+A\R

e Teorema de Varignon: el momento resultante de un s.v.d. concurrentes respecto a un punto arbitrario O puede calcularse
como el momento respecto a dicho punto O de la resultante, R, ubicada en el punto de concurrencia, A:

— — — - — -
VOeFE; — Mp=Ms+OANR=0OANR
~—

=0
3.4. Vectores paralelos. Ay
\
Es un s.v.d. tal que todas las rectas soporte son paralelas: A \
2 \
\
S ={(a; @A)}, con || =1 R
>
. . > a
Propiedades: A, % 3 \\An
. n n . . . \\ P2 \ \
oR:Zazu: Zai t=Ru = R|u (IR#0) \\ \‘ . \\
=1 =1 \ \ \ °e |
\ ! \
— n— n — — Pl \ \
o Mo=Y» OPiAajii=| Y a;OP, | Nii = Mo Lii (VO € Ej) N \ >
i=1 i=1 a dy
SN > P\
. R- M, . \ u \
oesi R#A0 — m= |E|O=o — M™M= \ \
\
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22 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

e Si existe eje central A (es decir, si R # 0)), entonces seguro que dicho eje pasa por un punto G, llamado centro del s.v.d.
paralelos, el cual es independiente de la direccion de @ y tiene como vector de posicion:

(Y;:izl

Por tanto, la ecuacion vectorial del eje central A admite, ademds de la expresion general, la siguiente expresion particular:
— — o
vVCeAc — OC=0G+ AR

— — —_— . —
Demostracion: si existe eje central (R # 0), sabemos que M™" = (. Exijamos entonces la existencia de un punto G que
pertenezca al eje central A para Vu:

n n n iazaﬁ
MG=<ZaiGPi>/\U=6 (Vi) = Zaiﬁzzai(£+£):6 . OG- =

n
i=1 =1 E a;
i=1

e Teorema de Varignon: el momento resultante de un s.v.d. paralelos (de resultante no nula) respecto a un punto arbitrario
O puede calcularse como el momento respecto a dicho punto O de la resultante, R, ubicada en el centro, G:

— — —_— = —_— =
VOe b3 — Mo=Mg+OGAR=0GAR
~—

=0

4. Equivalencia de sistemas de vectores deslizantes.-

Se dice que dos s.v.d., Sq = {(@;; A}y y Sp= {(l_);, I';)}i2, . son equivalentes (S, A Sp) si verifican las dos siguientes
condiciones:

1) tienen la misma resultante:
R(S,) = R(Sh)

2) generan idénticos campos de momentos:

—

Mp(Sa) = Mp(Sy) (VP € Es)

Nota: En realidad, la definicién de equivalencia entre dos s.v.d. se puede reducir a la segunda condicién en solitario, ya que el
cumplimiento de ésta implica necesariamente el cumplimiento de la primera.
Teorema de equivalencia:

Es condicion necesaria y suficiente de equivalencia entre dos s.v.d. que tengan igual resultante e igual momento resultante en un
punto O (elegido arbitrariamente).

Demostracion:

e Condicién necesaria:
—

Mp(S.) = Mp(Sy)  (VPEE;) — Mo(Sa) = Mo(Ss)

e Condicidn suficiente:

— — —_— = — —_— =

VPeEs — Mp(Sy) =Mo(S,)+ POAR(Ss) = Mo(Sy) + PO AR(Sy) = Mp(sb)

DPTO. FiSICAAPLICADA I



VECTORES DESLIZANTES E. DRAKE

5. Reduccion de sistemas de vectores deslizantes.-

Reducir un s.v.d., S, en un punto, O (centro de reduccién), es hallar otro
s.v.d., S(r)ed (sistema reducido en O o reduccién en O), el cual, estando
constituido solamente por un vector suelto y/o un par de vectores, es equi-
valente al sistema original S.

Por otra parte, en el apartado 2.1 de este mismo tema, ya se definié como
sistema reducido en O de un s.v.d. S al conjunto:

—

S&EY = {R(S); Mo(S)}

(Cudles son entonces el vector suelto y/o el par de vectores que constitu-
yen Séed, y que vienen simbolizados o representados por el conjunto de

resultante, E(S), y momento resultante, MO(S)?

e El vector suelto es la propia resultante del s.v.d. S con una recta
soporte, AOL que pasa por el punto O. Es decir, se trata del vector
deslizante (R(S); Ap).

o El par de vectores es cualquiera de los infinitos pares existentes cuyo
campo de momentos (uniforme) es igual a Mo (9).

23

Mediante el teorema de equivalencia, se confirma que el sistema reducido en O y el sistema original son equivalentes (.5, (r)ed A S).

En efecto:

a) Laresultante de un vector suelto es el propio vector, mientras que un par de vectores tiene resultante nula. Por tanto:

R(S5Y) = R(S)

b) Un vector suelto tiene momento nulo respecto a los puntos de su recta soporte, mientras que un par de vectores tiene campo

de momentos uniforme. Por tanto: _ _
Mo (SE?) = Mo(S)

Es evidente que un s.v.d. de resultante nula tendrd el mismo sistema reducido en todos los puntos del espacio: el constituido
exclusivamente por un par de vectores cuyo campo de momentos (uniforme) coincida con el campo de momentos del s.v.d.

original, o bien, un sistema nulo (si el campo de momentos también es nulo).

Sin embargo, un s.v.d. de resultante no nula tendra un sistema reducido distinto en
cada recta de puntos paralela a la resultante. Pues bien, se denomina reduccién
canonica, S, de un s.v.d. S de resultante no nula a su sistema reducido en
cualquier punto del eje central A¢:

—

sen — gred = (R(S); Mo(S)}oeae = {R(S); M™1(S)}

—_— .
Dependiendo de que el momento resultante de médulo minimo, M™2(S), sea
igual a cero o distinto de cero, pueden darse dos tipos de reduccién canénica:

— . .
a) Si M™"(S) = 0, S sélo consta de un vector suelto: la resultante

—

deslizando por el eje central, es decir, el vector deslizante (R(S); A¢).

— . .
b) Si M™"(S) #£ 0, S consta de la resultante deslizando por el eje central
(vector suelto) y de un par de vectores de momento paralelo al eje central.
A este sistema, se le denomina torsor.

Aplicacion: La prictica habitual -en problemas de mecdnica- de ubicar el peso
total de un sélido rigido en el centro de gravedad del mismo es una aplicacién de
lo que acabamos de ver. Bajo ciertas aproximaciones, el peso de un sélido consti-
tuye un s.v.d. paralelos de resultante no nula (M min — (). Por ello, la reduccién
canénica de dicho s.v.d. consta unicamente del peso total del sélido (resultante)
deslizando por el eje central. Y se sabe ademds que el eje central pasa por el
centro de gravedad, ya que éste es precisamente el centro del s.v.d. paralelos.
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6. Clasificacion de los sistemas de vectores deslizantes.-

- —
La nulidad o no nulidad de R y M™" permite clasificar a todos los s.v.d. en sélo cuatro categorias, cada una de las cuales
tendrd una estructura caracteristica en su campo de momentos y corresponderd, en el tema de Cinemdtica del solido, a un estado
cinematico especifico:

- - .
R | M™™ | Reduccién en un punto O (arbitrario) Reduccién candnica
=0| =0 sistema nulo o, —
>
=0 0 M, —
7 un par de vectores O —

un vector suelto (R; Ap) y un par

de vectores de momento My L R un vector suelto (13L, Ac)
£0| =0 2 . >
- R -
- —Q AO _ - / AC
s C
MO
un vector suelto (R; Ap) y un par un vector suelto (&; Ac) y un par
de vectores de momento M() de vectores de momento 7™Mt [ R
7é 0 7& 0 0 ?{ P > ]T/; min )
- —< Ao R -
- _ / AC
N -
M, ¢ torsor

7. Equiproyectividad.-
—

Un campo vectorial, Vp, es equiproyectivo si satisface la condicién matematica:
- @ — = ——
Vpl PPy = Vp2 - PPy (Vphpg €E3)

0, lo que es equivalente:

—

N
proy”m [Vp, ] =u= proyHlTP; [Vp,] (VP,P; € Es)

Teorema de equiproyectividad: Un campo vectorial es equiproyectivo si y solo si es el campo de momentos de un s.v.d.

Demostracion:
a) Campo de momentos == Campo equiproyectivo: =0
— — e - — — — e e - —
]\/fp1 :Mp2+P1P2/\R = ]\4}31 ~P1P2:Mp2-P1P2+(P1P2/\R)~P1P2 =
— _ — _
]\4}31 PPy :]\4132 PPy (VPl,PQ EE3)
b) Campo equiproyectivo == Campo de momentos: (demostracién no rigurosa)

— = — =

- = — — —
VPI'P:[PQ:VPz'PlPQ (Vpl,P2€E3> e VP1:VP2+D (COHDJ_Pl.PQ) =

— — _— s — . —
Vp, = Vp, + PLP> A 2, que es la ecuacién del campo de momentos de un s.v.d. de resultante €.
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CINEMATICA DEL SOLIDO RIGIDO

1. Definicion de sélido rigido: condicion geométrica de rigidez.-

El sélido rigido es un modelo matemético consistente en un sistema de puntos
materiales que satisface la condicidn de que la distancia entre dos cualesquiera de
sus puntos permanece constante en el transcurso del movimiento.

Por tanto, la condicion geométrica de rigidez se expresa matematicamente me-
diante la ecuacion:

VPQe sélrig. y VYVt — ||QP®)|>=|7p(t) — 7o) |* = (Cpg)? (cte)

El nimero, r, de grados de libertad de un sistema de puntos materiales es el
nimero de pardmetros independientes que son necesarios para definir su posicion.

La posicién de un sélido rigido (respecto a un sistema de referencia OX'Y Z) queda univocamente definida cuando se fijan las

coordenadas de tres de sus puntos que no estén alineados:
Py (z1, 91, 21); Py (w2, Y2, 22); Py (23,y3, 23)

lo cual representa un total de nueve pardmetros. Sin embargo, sélo seis de ellos pueden

P ser independientes, ya que la condicién geométrica de rigidez exige que se satisfagan las
tres ecuaciones siguientes:
2 2 2 2 2
| PPy = (21— 22)% + (41 — 92)* + (21 — 22)* = (Cp,p,)
| PPy = (21— 23)* + (11 — 93)* + (21 — 23)% = (Cp, )
| P3Py [> = (z2 — 23)° + (y2 — y3)? + (22 — 23)* = (Cp,p,)?
PZ

En consecuencia, se puede afirmar que un sélido rigido libre (aquél que no se halla so-
metido a ninguna limitacién de movimiento que no derive de su propia rigidez) posee seis
grados de libertad (r = 6).

P3
2. Condicion cinematica de rigidez: equiproyectividad del campo de velocidades.-
Partiendo de la condicién geométrica de rigidez en su expresion:
VP,Q e sélrig. 'y Vt — [Fp(t)—7ot)]-[7Frt) —To(t)] = (Cpg)?* (cte)

y derivando respecto al tiempo, se obtiene la siguiente condicion cinematica de rigidez:

VPQe solrig. y Yt — |dp(t)-QP(t) = To(t) - QP(t)

Obsérvese que, conforme a la definicion de equiproyectividad de un campo vectorial, la condicién cinemadtica de rigidez admite
el siguiente enunciado: el campo de velocidades de un solido rigido es equiproyectivo.

En efecto, basta pensar en el concepto de velocidad para comprender
que si las velocidades de dos puntos de un sélido tuviesen proyecciones
distintas a lo largo de la recta imaginaria que pasa por los mismos, la
distancia relativa entre ambos puntos no permaneceria constante a lo
largo del tiempo y, por tanto, el sélido no seria rigido.

Entonces, de acuerdo con el teorema de equiproyectividad, el campo de
velocidades de un sdlido rigido ha de ser necesariamente el campo de
momentos de cierto sistema de vectores deslizantes (atin desconocido),
y, en consecuencia, la ecuacién del campo de velocidades debe ser:

—
VP Q€ s6lrig. — |Up ZUQ—I—LUR/\QP

donde W es la resultante del citado sistema de vectores deslizantes.
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3. Movimiento de rotacion.-
3.1. Rotacion de eje permanente.

Un sélido rigido experimenta una rotacion de eje permanente si, estando el sélido en movi-
miento, al menos dos de sus puntos, /1 € I», se mantienen permanentemente en reposo:

Vi — 1711(t) :612@) :6

Como resultado de la condicién geométrica de rigidez, una rotacion de eje permanente presenta
las siguientes propiedades:

a) Todos los puntos del sé6lido rigido colineales con I; e I también permanecen fijos, cons-
tituyendo el que se conoce como eje permanente de rotacion, Agpg:

VI€E Agpr — U]ZG

b) Todos los puntos del sélido rigido externos al Agpr realizan movimientos circulares de
idéntica velocidad angular, . Sus trayectorias (circunferencias) difieren en el radio, pero
todas estdn contenidas en planos perpendiculares al Agpg y tienen sus centros en el A gpg.

Estas propiedades del movimiento de rotacidon de eje permanente, unidas a la descripcidn vectorial del movimiento circular
(apartado 6.2.d del tema Cinemdtica del punto), permiten expresar la velocidad de un punto genérico, P, del sélido rigido en
rotacion de eje permanente como:

R
Up=PING (conl € AgpR)

Pero entonces, de acuerdo con el concepto de momento de un vector deslizante respecto a un punto (apartado 1 del tema Vectores
deslizantes), se puede escribir:

N
VP e sélrl'g — Up = Mp (Q, AEPR)

Se concluye, pues, que el campo de velocidades de un sélido rigido sometido a una rotacién de eje permanente es el campo de
momentos de un s.v.d., S, constituido por un vector suelto: el vector velocidad angular (o vector rotacién) deslizando por el

Agpr:

S = {(J; Agpr) }
3.2. Rotacion instantanea.

Un so6lido rigido experimenta un movimiento de rotacion instantianea en un instante dado (t = t) si, estando el sélido en
movimiento, las velocidades de al menos dos de sus puntos, I; e I3, son instantineamente nulas:

U1, (to) = ¥, (t0) = 0

A la recta que pasa por I e I3, cuyos puntos tendrdn todos también velocidad instantdnea nula, se le llama eje instantaneo de
rotacion, Agr.

En el instante ¢ = %, el campo de velocidades de una rotacién instantdnea es indistinguible del campo de velocidades de
una rotacién de eje permanente, ya que la observacién de un dnico instante no permite discernir entre el cardcter instantdneo o
permanente del eje de rotacidn. Por tanto, en una rotacién instantdnea, se puede escribir:

N
VPe S()l.l‘fg. — Up(to) = Mp [u_}(to); AEIR(tO)]

Sin embargo, la diferencia esencial entre una rotacién de eje permanente y una rotacion instantdnea se pone de manifiesto en
que, en esta ultima, el movimiento del sélido rigido después de ¢ = ty cambiard su eje de rotacidon o incluso tal vez deje de ser
una rotacién. Por tanto, las trayectorias de los puntos del sélido ya no van a ser circunferencias, y es por €so que parece mas
adecuado denominar vector rotacion instantanea al vector deslizante (J; Agr), en lugar de seguir llaméndole vector velocidad
angular.

Se concluye, pues, que el campo de velocidades de un sdlido rigido sometido a una rotacién instantdnea es el campo de mo-
mentos de un s.v.d. constituido por un vector suelto: el vector rotacion instantdnea deslizando por el Agr (vector que, aunque
dimensionalmente es una velocidad angular, carece de dicho significado cinematico):
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Noétese que hemos dado un importante paso, desde el punto de vista conceptual, al haber sido capaces de averiguar qué tipo
de vectores deslizantes generan, como campo de momentos, el campo de velocidades instantdneas de un sélido rigido. A
pesar de que el movimiento hasta ahora analizado es particular (rotacion instantdnea), y a pesar de que el s.v.d. también es
por consiguiente particular (formado por un vector suelto), hay un aspecto del resultado obtenido que posee cardcter general:
el campo de velocidades instantdneas de un sélido rigido se puede obtener siempre como campo de momentos de un s.v.d.
constituido por vectores rotacion instantinea.

4. Movimiento de traslacion.-
4.1. Traslacion instantanea.

Un sélido rigido experimenta un movimiento de traslacion instantanea si, en un instante dado (¢ = tg), su campo de velocidades
es uniforme y no nulo:
VP Q€ s6lrig. — Up(to) = Ug (to) = ’Utras(to) #0

Si se trata de identificar el campo de velocidades del sélido rigido con el campo de momentos de un s.v.d. constituido por vectores
rotacion instantanea, resulta evidente -a la vista del apartado 3.2 del tema Vectores deslizantes- que la posibilidad mas sencilla
para generar el campo de velocidades de un sé6lido rigido sometido a una traslacién instantdnea es tomar un s.v.d. formado por
un par de vectores rotacién instantdnea cuyo momento coincida con 7't2S:

S={(WA1), (~&d;A2)}  (con Ay [ Az y M- 7tras)

4.2. Traslacion permanente.

Un so6lido rigido experimenta un movimiento de traslacion per-
manente si su campo de velocidades es uniforme y no nulo para
todo instante de tiempo:

VP,Q € solrig. 'y Yt — Tp(t)=0g(t) =7"5(t) #£0
Una traslacidon permanente presenta las siguientes propiedades:

a) La recta que pasa por dos puntos cualesquiera, Py @, del
solido rigido se conserva paralela a si misma en el transcur-
so del movimiento (esta propiedad puede utilizarse también
como definicion).

—_— e L.
dQP  d(Fp —7q) |QP| = cte (rigidez)

= —
dt @ PTles0 = Qb=

—
direccién y sentido de QQ P = ctes (traslacion)

b) Las trayectorias de todos los puntos del sélido rigido son congruentes.

Ejemplo:

* En una noria de feria, la canastilla en la que se sientan los
usuarios realiza un movimiento de traslacién permanente.
Se comprueba efectivamente que:

— larecta PQ (suelo de la canastilla) se conserva para-
lela a si misma (horizontal) a lo largo del movimiento;

— las trayectorias de todos los puntos de la canastilla son
congruentes (circunferencias de idéntico radio);

— la traslacién de la canastilla se genera por la superpo-
sicion de un par de rotaciones de ejes paralelos, velo-
cidades angulares iguales y sentidos opuestos (la rota-
cion de la noria alrededor de su eje motor y la rotacion
de la canastilla alrededor de su eje de suspension):

S={(T;A1), (—d;A2)}  con Ay || A,y
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5. Movimiento helicoidal tangente.-

El movimiento helicoidal tangente (o helicoidal instantdneo) de un sélido rigido, en un instante dado (¢ = ¢(), consiste en la
superposicién de:

a) unarotacion instantdnea, de vector rotacion &(ty ), alrededor de un eje denominado eje instantaneo de rotacion y minimo
deslizamiento, AgrMp (t0); ¥

b) una traslacion instantinea, cuya velocidad es paralela al citado eje y se denomina velocidad de minimo deslizamiento,
~min
v (l‘,o).

Sumando los resultados previamente obtenidos por separado para los movimientos ins- A g (fo)
tantdneos de rotacion y traslacion, se deduce que el s.v.d. mds sencillo que permite gene-
rar, como campo de momentos, el campo de velocidades del sélido rigido sometido a un
movimiento helicoidal tangente es el formado por el vector suelto (&(¢o); Arrmp (t0)) ¥
por cualquier par de vectores rotacién instantdnea de campo de momentos (uniforme)
igual a 7™"(¢5) || Apwrmp(to). A este sistema, se le denomina torsor cinematico

{&(to); T™N(¢0)}.

La denominacién de este movimiento como helicoidal responde a que si, en lugar de ser
instantdneo, fuese permanente, es decir, si fuese superposiciéon de una rotacién de eje
permanente y una traslacién permanente paralela a dicho eje (movimiento de un tornillo),
entonces las trayectorias de todos los puntos del sélido (excepto los pertenecientes al
citado eje) serian hélices andlogas a la del apartado 6.4 del tema Cinemadtica del punto.

U (1)

6. Descripcion del movimiento instantaneo de un sélido rigido: clasificacion.-

Al tratar de describir el movimiento instantaneo de un sélido rigido, hemos comprobado que la equiproyectividad del campo
de velocidades nos permite identificar a dicho campo como el campo de momentos de ciertos s.v.d. constituidos por vectores
rotacion instantdnea. Hasta aqui, dicha identificacion se ha llevado a cabo especificamente para los movimientos de rotacion
instantdnea, traslacién instantdnea y helicoidal tangente. En el presente apartado, se pretende generalizar el estudio descriptivo.

Sin embargo, antes de continuar, es conveniente establecer la siguiente tabla de analogias entre conceptos de los temas Vectores
deslizantes y Cinemdtica del solido:

Vectores deslizantes Cinemdtica del sélido
{(@; A}, {(&;; A;) }ioy (vectores rotacién instantdnea)
n n
R = a; Wr = Z ; (vector rotacion total)
i=1 i=1
— no_ no—
b :ZPP,L-/\EL’,- (con P; € A;) Up :ZPP,-/\J)’,- (con P; € A))
i=1 i=1
g Py = — — —
ﬁmin R-Mo i ’Umin _ WR VO WR
| R| |R] |Gr| &R
- —
- RAMo — . - Wr A Vo .
ACZ OC:er)\R AEIRMDOAEIR: OI:ﬁ+AwR
| R? | &
— — - — . . . —
Mp=Mop+ RANOP Up = Up +&Gr NOP
un vector deslizante suelto una rotacion instantdnea
un par de vectores deslizantes una traslacion instantdnea
un torsor un movimiento helicoidal tangente

en la que subrayaremos el hecho de que el eje central (apartado 2.5 del tema Vectores deslizantes) del sistema de vectores rotacion
instantdnea viene dado por Agr y AgrMmp €n los movimientos de rotacién instantdnea y helicoidal tangente, respectivamente,
ya que: '

Ure Agg = 0y Vie Agrup = VU Il Gr
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Retomando ahora nuestro objetivo de generalizar el estudio descriptivo del estado cinemadtico instantdneo de un sélido rigido, el
primer paso consiste en admitir que, més alla de los casos particulares ya considerados (un vector suelto, un par de vectores, o la
superposicién de un vector suelto y un par), cualquier s.v.d. constituido por n vectores rotacion instantdnea:
S ={(@is A}y

puede servir para describir el movimiento instantdneo de un sélido rigido con tal de que el campo de momentos de S coincida
con el campo de velocidades del sélido. Satisfecha esta condicién, el s.v.d. S constituird una descripcién del movimiento
como superposicién de n rotaciones instantdneas simultdneas. Ahora bien, esa descripcién no serd la tnica posible, ya que
cualquier otro s.v.d. S’ que sea equivalente a S (recuérdese que la equivalencia implica igualdad de campos de momentos)
constituird una descripcién alternativa del mismo campo de velocidades y, por tanto, del mismo movimiento. Parece 16gico,
entonces, dar preferencia en cada movimiento a sus descripciones mas sencillas, las cuales nos vendran dadas mediante la
reduccion cinematica en un punto O arbitrario, Séed = {&gr;Vo}, o, siempre que exista, mediante la reduccion canénica,
Sean = {G5p: ¢™Min} de cualquiera de los s.v.d. que permitan describir ese movimiento.

Llegados a este punto, podemos extrapolar la clasificacién de s.v.d. realizada en el apartado 6 del tema Vectores deslizantes, y
obtendremos la siguiente clasificacion de movimientos instantaneos de un sélido rigido:

Wi | v™™ | Reduccién cinematica (en O arbitrario) Reduccién candnica Movimiento instantaneo
=0| =0 sistema nulo 0. — reposo instantaneo
traslacion instantdnea de velocidad ¥
=0| #0 > — traslacion instantanea
v
o
O, —»
rotacion instantanea &g alrededor
del eje Ao || Agr mds traslacion rotacién instantdnea &g
instantdnea de velocidad vp | Agr alrededor del Agr
#0| =0 > > rotacién instantdnea
0 () R g - (O] R —_—-—
- Ao - — Apr
> 1
UO
rotacién instantdnea @y alrededor del rotacion instantanea wp
eje Ao || Agrmp més traslacién alrededor. del. AERMD
instantanea de velocidad @ mds traslaci6n instantdnea
: ~min . . . .
y g y g de velocidad v | AprMD movimiento helicoidal
® - tangente
o R . A > ;min
- o ‘(D/R'/V' - —A
> _ - EIRMD
Vo 1 . (L.
torsor cinematico

Verificamos, por tanto, que aunque existan diferentes descripciones alternativas del movimiento instantdneo de un sélido rigido,
el cilculo de Wiy v min reduce todos los estados cinemdticos posibles a sdlo cuatro: reposo, traslacion, rotacion, y helicoidal
(superposicion de rotacién més traslacion). De modo que, independientemente de cudl sea la descripcidn inicial de un movimiento
que se nos facilite (n rotaciones instantdneas simultdneas, reduccion cinematica en un punto arbitrario, velocidades de tres puntos
no alineados del sélido, etc.), siempre podremos calcular @ y ™", y, a partir de la nulidad o no nulidad de ambos vectores,
clasificar el movimiento en alguna de las cuatro categorias de la tabla anterior:

S = {(@i Ai)}isy
SEd = {Gp; U0} — cilculode & y d™M" — clasificacién
Up,, Up, Y Up, (P1, P2y P53 no alineados)
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7. Campo de velocidades del sélido rigido.-

Puede resultar til tener una imagen esquematica de la distribucion del campo de velocidades de un sélido rigido en cada uno
de los cuatro movimientos instantaneos posibles. Para ello, recordaremos la ecuacién del campo de velocidades:

VP,Q e sélifg. — Tp =i +3rAQP
y distinguiremos los siguientes casos:
e Si Gp=0, el campo de velocidades es uniforme, ya sea nulo (reposo instantdneo) o no nulo (traslacién instantdnea).
e Si Wr # 0, el campo de velocidades se caracteriza en su distribucién espacial por las siguientes propiedades:

a) Simetria traslacional en la direccién de WJg.
b) Simetria rotacional alrededor del eje central, A g (rotacion instantidnea) 6 A giryp (movimiento helicoidal tangente).

¢) Enlos puntos del eje central, la velocidad tiene su médulo minimo, ¢/ min, siendo nula (rotacién instantdnea) o paralela
a Wg Y, por tanto, al propio eje central (movimiento helicoidal tangente).

d) Fuera del eje central, la velocidad de cada punto P tiene una componente paralela a W, la cual es invariante (de valor
igual a ™") y puede ser nula (rotacién instantdnea) o no nula (movimiento helicoidal tangente); y una componente
perpendicular a Wg, la cual tiene direccion acimutal y es proporcional a la distancia entre P y el eje central (simetria

cilindrica de |9p|).

AEIR AF_IRMD

—
si € Agr — Up= U +OrANIP si € AgrmMp — Up= U; +OrAIP
~  —— ~  ——

=0 J_WR || QR J_wR

8. Campo de aceleraciones del solido rigido.-

Partiendo de la ecuacién del campo de velocidades del sélido rigido:
—
VP Q€ solrig. — Up= _‘Q +dr ANQP

y derivandola respecto al tiempo, se obtiene:

dd — d(Fp — T —
VP,Qc solrig. — dp =g+ d—t”” AQP + 3 A % =dg+A@AQP +3r A (Tp — Tg)
. . . ddr
donde se ha definido el vector aceleracién angular, & = T

Utilizando ahora la ecuacién del campo de velocidades para sustituir (¢p — @) en el dltimo término, se llega a la ecuacién del
campo de aceleraciones de un sélido rigido:

— — — — 5 T2
VP Q€ s6lrig. — 5p=5Q+§AQP+QRA(@RAQP) =6Q+&AQP+(@R-QP)QR—|QR| QP
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Propiedad:

A diferencia de lo que ocurre con el campo de velocidades, el campo de aceleraciones de un sélido rigido no es equiproyectivo
en general (si lo es, excepcionalmente, en las situaciones de reposo instantdneo y traslacion instantdnea).

Demostracion:

—
Efectuando el producto escalar de la ecuacion del campo de aceleraciones de un sélido rigido por el vector Q) P, se obtiene:

— —
dp-QP # dg-QP  (en general)

R — R — LT = . —., e N
ip- QP =dg- QP+ (@NQP)-QP+ (Jdr-QP)° — |&r|* | QP =

N—— — — . — >

—0 adp- QP =dg - QP (si wr=0)

Por ultimo, realizaremos al margen dos observaciones de interés practico:

e Mientras que el campo de velocidades de un sélido rigido queda definido por el conocimiento del vector rotacién total, Jg,
y de la velocidad, U, de un punto cualquiera () (reduccién cinemética); su campo de aceleraciones queda definido por el
conocimiento del vector rotacion total, &g, el vector aceleracién angular, &, y la aceleracién, dg, de un punto cualquiera
Q. Esto se deduce directamente por inspeccion de la ecuacion del campo de aceleraciones de un sélido rigido.

e La aceleracion, dp, de un punto cualquiera P se puede obtener por derivacién temporal de su velocidad, vp, s6lo si se
conoce Up(t) (no es suficiente conocer un valor instantdneo Up (¢)).
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MOVIMIENTO RELATIVO

1. Derivacion temporal en triedros méviles: formulas de Poisson.-

Teorema: La derivada temporal de un vector, @, cuyo origen y cuyo extremo son puntos pertenecientes a un sélido rigido se
puede calcular como:

donde & es el vector rotacion total* del sélido rigido.

* Nota: En el tema anterior, se utiliz6 el subindice r para el vector rotacion total Wg, dis-
tinguiéndolo asi de las rotaciones instantdneas «; que pueden concurrir simultineamente
en un mismo movimiento y cuya resultante es precisamente Wg. Sin embargo, a par-
tir de ahora, dado que sélo trabajaremos en cada movimiento con dicha resultante y,
ademds, se necesitard espacio para nuevos subindices, prescindiremos del subindice r
al referirnos al vector rotacién total de cada movimiento (al que, por cierto, también
denominaremos vector velocidad angular).

Demostracion:
da —

—

— - — — — — — —
a=aQ =Trp—Tg = — =Up—TUg=WA P=0ANd

Aplicacion:

Consideremos sendos sistemas de ejes coordenados cartesianos, O X1Y7 Z; (triedro fijo, triedro “1” o sélido “1”) y O XYy Zy
(triedro mévil, triedro “0” o s6lido “07), y sus respectivas bases ortonormales asociadas, {21, 71, k1} y {20, Jo, ko }-

Suponiendo que el s6lido “0” se halla en movimiento relativo
respecto al sélido “1” (sélido observador), denominando &gq
al vector rotacion total de dicho movimiento {01}, y aplicando
el teorema anterior a la derivacién temporal de los vectores de
la base mévil {7, Jo, EO}, se obtienen las que se conocen como
formulas de Poisson:

diy | AT djp . AT d ko
— =w 7 —— =w —_—
dt 01 0 dt 01 /N Jo dt

= Fo1 A Ko
Consideremos ahora un vector arbitrario funcién del tiempo, A(t) que se halle expresado en la base vectorial mévil {%, 7o, E()}:
A(t) = Ay (t) o + Ag(t) Jo + As(t) ko

Si se desea derivar al vector A(t) respecto al tiempo, se habrd de tener en cuenta que son variables en el tiempo tanto sus
componentes, A;(t), como los vectores de la base mévil:

dA dA, . dAy . dAs - L L L
’ 1 = d—tl 20 + d—tQJO + d—td ko+ A1 (Go1 A1) + Az (Doi A Jo) + Az (Go1 A ko)
dA = o1 A A
Todt
0

donde se ha introducido un subindice asociado a las derivaciones temporales que es indicativo del punto de vista desde el que
se realiza la derivada o, dicho de otro modo, indicativo de cudl es el sélido derivador, entendiendo por tal a aquél cuya base
ortonormal asociada se considera constante durante la derivacién temporal.

De este modo, se obtiene la denominada formula general de Poisson:

dA
dt
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la cual también se puede escribir en forma operacional, y/o con subindices generalizados:

+ do1 A d d‘Jr*/\
wo1 ; — = — Wij
0 ’ at|; dt|;

4
dt

_ 4
L dt

y cuya utilidad radica precisamente en que permite relacionar entre si las derivaciones temporales de una misma magnitud
vectorial realizadas desde distintos puntos de vista o, 1o que es lo mismo, realizadas por distintos sélidos derivadores.

2. Notacion y definiciones en el movimiento relativo.-
Para introducir la notacién que nos permitira el estudio del solido
movimiento relativo entre s6lidos rigidos, necesitamos ad- problema 2,
mitir previamente las dos siguientes hipotesis:

e (Cada sdlido rigido es un triedro infinito, el cual pue-
de tener o no partes materiales. En efecto, no existe
impedimento alguno para asociar a un sélido material
un triedro infinito que se mueva solidariamente con él.
Asimismo, es posible definir triedros auxiliares que ca-

. solido
rezcan de parte material.

fijo 041’0 Q v

e Cada punto geométrico del espacio pertenece si- \"
multdneamente a todos los sélidos definidos. Dicho 9" )
de otro modo, en cada punto geométrico del espacio solido

se superponen en cada instante varios puntos: uno por
cada uno de los triedros infinitos definidos.

intermedio

2

Notacion:

[734L)
)

{ij} — movimiento del s6lido

Wij velocidad angular )
—  vector de del sélido “¢” respecto al observador ““j”.

respecto al sélido observador ““3”.

0ljj aceleracion angular

—P s ez

Tij posicioén

175 — vector de velocidad del punto P, perteneciente al sélido “¢”, respecto al observador “j”.
P 2 L

a aceleracion

j

En el caso de que s6lo haya tres s6lidos, son tipicas las siguientes denominaciones y definiciones:

s6lido “1” — sdlido fijo; sélido “0” —— soélido intermedio; s6lido “2” — so6lido problema
S S dry) S dvf] - S ddia
{21} | mov. absoluto | 7f; | 75 = —2 ahy = —*2 Wo1 | Q21 =
dt |, dt |, dt |,
A7 dv¥] do
. P P 20 ~p 20 - — _ 20
{20} | mov. relativo | Ty, | U3, = a5y = —— Wap | Qoo =
dt dt dt
0 0 0
P dryy " Aol . . ddo1
{01} | mov. de arrastre | 7y | 08 = —2| | @l = =] | Gor | A1 =
dt |, at |, a |,

En cualquier caso, generalizando:

_p_ 4T _p _ 47U

Vil T g | YT Tg |
J J

du_}ij

dt

Q5 =
J

donde es importante observar que, al definir una velocidad, una aceleracién o una aceleracién angular como derivada temporal,
es imprescindible la coincidencia entre el sélido observador (segundos subindices de la magnitud vectorial que se deriva y de la
magnitud resultante de la derivacion) y el sélido derivador (subindice asociado a la derivacién temporal).
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También es conveniente reformular las ecuaciones de los campos de velocidades y aceleraciones asociados a un movimiento
genérico {ij}:

P - Q —
Uij = Uy + di; NQP
VP,Q € solrig. “i” —
—_ —_
il =ad +dij NQP + &y A (@i A QP)

El estudio del movimiento relativo entre dos sélidos {ij} se puede realizar introduciendo un tercer sélido “k”, y aplicando
composicion de movimientos:

{ig} = {ik} + {kj} (obien, i/j=1i/k+k/j)

Por ejemplo:
{21} = {20} + {01}

En los proximos apartados del tema, iremos deduciendo una serie de leyes de composicion, mediante las cuales, las magnitudes
cinematicas (velocidad, aceleracién, velocidad angular y aceleracién angular) asociadas a un movimiento compuesto {ij } podrén
ser calculadas a partir de sus homélogas correspondientes a los movimientos elementales {ik} y {kj}. Como punto de partida
para las citadas deducciones, se requiere una relacion entre vectores de posicién que, de algiin modo, vincule o concatene a los
tres movimientos participantes en la composicidn, y que sea derivable respecto al tiempo.

La identidad vectorial geométrica:
e e
0P =0,0+OP

es atemporal. En principio, sélo seria vdlida para un ins-
tante, por cuanto no especifica la pertenencia de los puntos
01, O y P a soélido rigido alguno. En realidad, segiin las
hipétesis admitidas al inicio de este apartado, esos tres pun-
tos geométricos pertenecen simultdineamente a cualquiera de
los s6lidos definidos, pero si deseamos convertir dicha iden-
tidad vectorial en una relacion entre vectores de posiciéon que
sea derivable respecto al tiempo, la tnica posibilidad es la
que sigue:

_p -0 _p
791 (t) = 701 (t) + T30 ()

3. Composicion de velocidades.-

“]”

Derivando respecto al tiempo (desde el punto de vista del s6lido ““1”’) la ultima ecuacién del apartado anterior, se obtiene:

A _ drg@)| | dih()
dt |, at |, dt |,
———— ——
= US (t) = U()O1 (t)
y, aplicando la férmula general de Poisson:
. . did (t . .
a5 =580+ T2 4 50,0 nf)
0
——
= Uz%(ﬂ

Reordenando términos, se obtiene la expresion derivable respecto al tiempo de la ley de composicion de velocidades:

Vi Uy (t) = T50(t) + TG (1) + Do () AT (t)

Sin embargo, renunciando a la derivabilidad temporal, es posible llegar a una expresién mds sencilla de esta ley. Para ello, basta
tener en cuenta que:

.y .y .y -~ .y . .
Tao(t) # Tyo(t), pero 74y = OP =7, (con validez instantdnea)
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y, por tanto:
P P -0 - P
Ugy = Ugo + Vg1 +Wor A Tog
N————
— 3P
= Vo1

obteniéndose la expresion no derivable respecto al tiempo de la ley de composicion de velocidades:

-p __ op ~p
V31 = Uz T U

No obstante, debe insistirse en que esta expresion mas sencilla de la ley de composiciéon de velocidades, asi como cualquier
velocidad que haya sido calculada mediante su utilizacién, aun teniendo validez en cada instante, no se pueden derivar respecto
al tiempo.

Finalmente, la ley de composicién de velocidades se puede generalizar escribiendo:

P

_ SP | =P
Uij = Ui, + Uk

L : . =P =P .
de donde, tomando ¢ = j, se comprueba que las velocidades reciprocas (v,;, y ¥j; ) son opuestas:

P _R_ =P , =P P P
Uy =0=0 +0,; = Uy =Ty

4. Composicion de velocidades angulares.-
Se parte de la ley de composicion de velocidades en su expresion:
Uy = 62% + 77(1;
y se utilizan las ecuaciones de los campos de velocidades {21}, {20} y {01} para escribir:
-0 R — -0 R — 5 R —
Vg + wWa1 A OP = Uggy + Wap A OP + Vg1 +wWor N OP
donde O y P son dos puntos geométricos arbitrarios.

Reagrupando términos, se obtiene:

-0 -0 -0 . - . = - . - =
’0217’1)2071)014*@)217(4)2()*(4]()1)/\OP:0 (VOP) — wgl—w%—w(n:()
~—_———

=0

y, por tanto, se deduce la siguiente ley de composicion de velocidades angulares:

Wa1 = Wap + Wo1

que admite la generalizacién:
Wij = Wik + Wgj
de donde, tomando i = j, se comprueba que las velocidades angulares reciprocas (WJ;x y Wg; ) SOn opuestas:
Gii =0 =i + Dy = Wik = Wi

Es importante sefialar que, la ley de composicion de velocidades angulares obtenida es derivable respecto al tiempo (asi como
cualquier velocidad angular calculada mediante ella), es decir, que se puede escribir:

o1 (t) = dao(t) + Do1(t)

y esto es asi a pesar de que su deduccion se ha realizado partiendo de la expresion no derivable respecto al tiempo de la ley
de composicién de velocidades. Esta aparente contradiccion se justifica por el hecho de que, a diferencia de las velocidades,
los vectores velocidad angular son invariantes, es decir, independientes de los puntos del sélido, y por ello no se ven afectados
por desigualdades tales como 7 (t) # 7 (t), que es precisamente la que impide la derivabilidad temporal de la expresién més
sencilla de la ley de composicién de velocidades.
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Ejercicio tedrico: Demuéstrese que
a) la composicién de dos traslaciones es otra traslacion;
b) AEIRMD{ij} = AElRMD{ji} ) ¥ AEIR{ij} = AEIR{jz‘}§

¢) si Agr{iky Y AEwr{k;)} son concurrentes en un punto O, entonces O € Agyijy-
Solucion:

{ {ik} traslacion — & = 0

] ) ~ - — Gy =@ +Gk =0 = {ij} traslacién (o reposo)
{kj} traslacio(n — &; =0

Apirgis y y Mgy
b vIeq HW — GyAGh=0 = GunTh=0 = r1e D
AERMD{ij} AERMD{ji}

k
O (VA

O € Aprgry — g
C
@) S AEIR{kj} — 17k

-0 .
i } — EO—Ui(,i+U,3=0 = O € AgRryij)
=

A .
N > ZVEIR (k)
o A 31 o -
) - .. ii —_-
- > AEIRW" -4 21 AEIRMD{I_‘J’»‘ (3[.
i ©;; Yi _jA
EIR{ik}

5. Composicion de aceleraciones: teorema de Coriolis.-

Partimos de la ley de composicion de velocidades en su expresion derivable respecto al tiempo:

U3 () = T30(t) + TG () + Don () A0 (t)

Derivandola respecto al tiempo (desde el punto de vista del sélido “1”’), se obtiene:

dvg (1) dv3(t) dug) () ddo ()| -p - d 7y (t)
= N 4 t) A
|, at |, a |, Ta | N0 FEaOA =
——
=ak(t) = ag(t) = do1(t)
pero la férmula general de Poisson establece que:
dvgo(t) dvgo(t) P diiyg () digg(@®)| e
dt 1 dt 0+w01( ) UQO( ) ’ dt 1 dt 0+w01( ) TQO( )
—— ———
= d(t) = 3(1)

37

Sustituyendo estas igualdades en la expresion anterior y reagrupando términos, se obtiene una primera expresion de la ley de

composicion de aceleraciones:

An(t) = a@lo(t) + ag (t) + dor () A Fag(t) + Dor () A [@or(t) ATag(t) ] + 2 Dor(t) A T30 (t)

Sin embargo, renunciando a la derivabilidad temporal (carente de utilidad en este caso), es posible llegar a una expresién mas

sencilla de esta ley. Para ello, basta tener en cuenta nuevamente que:
P P P_Ap_ =P ~
T (t) # Too(t)  pero 73y = OP =1y, (con validez instantdnea)

y, por tanto:
. oy -0 = .y . . .y - oy ]
Qo1 = QAgg + (e 701 + ap1 A Too + wo1 A (W()l A 7"00) + 2 wor N Vo

p
Ao

DPTO. FiSICAAPLICADA I



38 E. DRAKE FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

obteniéndose la expresion definitiva de la ley de composicion de aceleraciones:

-~p _ op ~p o ~p
31 = Ao + Aoy +2 o1 AU

que es expresién matemdtica del denominado teorema de Coriolis: la aceleracion absoluta (aly) es igual a la suma de la
aceleracion relativa (@ky), la aceleracion de arrastre (G, ) y la aceleracion de Coriolis (2 Go1 A TE)).

Finalmente, la ley de composicién de aceleraciones se puede generalizar escribiendo:

P

P , -P ~ ~p
Ajj = g, + Ay + 2 Orj N Uy,

de donde, tomando ¢ = j, se comprueba que en general las aceleraciones reciprocas ((‘1',L-1,D€ y d’,ﬁ) no guardan entre si una
relacién sencilla:

P _®__ P iy - P P _  oP - P = iy
Ay =0=G + 0 + 20k ANV, = i, = —Gp + 200 ATy, = Gy, # —dyy
Cuestion: ;Bajo qué condiciones particulares son opuestas las aceleraciones reciprocas?
A

Solucion: Para que 51'5 = —Ez’,ﬁ- , es necesario que se anule el término 2 Wg; A 17,5 , lo cual ocurrird si, y sélo si, se verifica alguno

de los siguientes supuestos:

—

e & =0 (esdecir, {ki} es una traslacion instantdnea o un reposo instantineo).

o il = 0 (es decir, {ki} es unarotacion instantinea,y P € Agr{ki})-

e Ul || Gri  (es decir, {ki}esun movimiento helicoidal tangente,y P € AERMD{ki})-

6. Composicion de aceleraciones angulares.-

Se parte de la ley de composicién de velocidades angulares:
521(75) = @Qo(t) + ﬁol(t)

y derivandola respecto al tiempo (desde el punto de vista del sélido “17), se obtiene:

A ()| _ dFan(®)|  ddo()
a |, dt | |,

N——— N————
= 0_221 = 0701

= da(t)

Reordenando términos, se obtiene la ley de composicion de aceleraciones angulares:

Q21 = Qg0 + Q1 + Wo1 A Wao

que admite la generalizacion:
Qi = Qg + Qkj + Wkj A\ Wik
de donde, tomando i = j, se comprueba que las aceleraciones angulares reciprocas (&;x Yy Qx; ) SOn opuestas:
Qi = 0= ik + Oki + Wi N Wik = ik = —Qki

———
=0
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Aplicacion:

Se definen el triedro fijo OX1Y7Z; (sélido “17); el triedro in-
termedio O XY Zy (sélido “07), tal que OZy = OZ; y cuyo
eje OX, forma un dngulo 6(t) con el eje OX7; y, por dltimo, el
triedro problema P X,Y5 75, cuyo eje P X5 es colineal con el eje
0Xy, y cuyos ejes PY> y PZ, son paralelos, respectivamente,
alos ejes OY) y OZ, distando de ellos p(t).

Determinense, mediante la composicion de movimientos
{21} = {20} + {01}, las magnitudes o1, U4, @21y @l;.

Solucioén:

{01} — rotacién de eje permanente OZ;

S ddor(t) e v
. . ao1 =0 ki =0ko
{ Go1(t) =0 k1 =0 ko dt |,
7§ =0 o dIW| <
01 = =
|,
{20} — traslaci6én permanente paralela al eje O X
d&ao(t S
- - dap = 20(t) =0
{ WQ()(t) = 0 dt 0
30(t) =P 7 o dThO|
20 = =P
at |,

{21} — {20} + {01}

20 + Jo1 = G ko

€1
€1

21 =

P
21

<y
<y

.) . .
{BJF’D'@:?7{B+178)1+¢301/\OP:/’Z()+P9]0
Qi1 = Gog + Qo1 + Wo1 Ao = ) ko
P _ =P -p 2_, P _ =P -0 N O—P> = = O—P) 2_‘ -p .._ S9N\ - 2.. PN
(1 = Gag + Ay T2 Wo1 AUsg = lpg +Agy + Qo1 A + 01 A (Bo1 AOP) 42 G Agg = (P —p02 )0+ (2P0 +p0)Jo

Obsérvese que las expresiones aqui obtenidas para ¥4, y @i, coinciden con las del apartado 6.5.1 del tema Cinemdtica del
punto (teniendo en cuenta que 1o = U, y Jo = Up).

7. Pares cinematicos. Sélidos en contacto puntual.-

Segtn vimos al inicio del tema Cinemdtica del sdlido rigido, cuando un sélido “2” sea libre en su movimiento respecto a
otro sélido “17, existirdn seis grados de libertad relativa (r = 6). En ese caso, seis serd también el nimero de componentes
independientes que tendr4 la reduccién cinemética, {&Jo1; 7] }, del movimiento {21} en un punto arbitrario O.

Sin embargo, cuando el sélido “2” esté vinculado res-
pecto al “1” (denominaremos vinculo a cualquier li-
mitacién impuesta sobre el movimiento relativo de
ambos so6lidos), el nimero de grados de libertad re-
lativa serd inferior a seis (r < 6), y, en consecuen-
cia, s6lo r componentes de la reduccién cinematica
{@G21; 75} serdn independientes. Asi, por ejemplo,
en el caso frecuente de que el vinculo prohiba las ro-
taciones o traslaciones relativas en ciertas direccio-
nes, una adecuada eleccion del centro de reduccién y
de los ejes coordenados garantizard la nulidad de una
o varias componentes de la reduccién cinemadtica del
movimiento vinculado.

<6 so6lido
-r Z

vinculado

observador observador

Un par de sélidos vinculados entre si y en movimiento relativo constituye lo que se conoce como un par cinematico. Existe
una gran diversidad de pares cinemadticos, mostrandose en el siguiente esquema algunos de los mas usuales, acompafiados de
sus correspondientes reducciones cinematicas: el par cilindrico (cojinete de sustentacion), el par de revolucién (bisagra), el par
esférico (rétula) y el par helicoidal (tornillo).
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par par de par par
cilindrico revolucidn esférico helicoidal
Zl Zl
Z, s
> ' Wy
Al 0, ‘,3201 A
o, 3024
0 :
2 )
(0]

X, ;
&21:[0507(“12] 521:[070)‘*}2] 521:[w$)Wy7wz] &21:[0507(‘02]
7§ =10,0,v,] 79 =1[0,0,0] 7§ =1[0,0,0] 7§ =1[0,0,w,h/27]

Por su caricter basico, son de especial importancia aquellos pares cinemadticos (par plano—esfera, par esfera—esfera, ...) que
consisten sencillamente en que dos sdlidos rigidos se mueven manteniendo sus superficies en permanente contacto puntual.
Si ambas superficies son regulares, entonces tendran un plano tangente comun, 7, en el punto de contacto instantdneo, O. En
ese caso, o si al menos una de las dos superficies tiene definido plano tangente 7 en el punto O, la reduccién cinematica del
movimiento {21} en el punto de contacto instantdneo se descompone del siguiente modo:

{1 = 05+ 00 08 =0+ 0 )
~ N~ =~
|~ L=« |7 Lm

donde 59 es la velocidad angular de rodadura (rotacién alrededor
de un eje paralelo al plano ), que representa dos grados de libertad
rotacionales dado que existen dos direcciones independientes para-
lelas a un plano; &5, es la velocidad angular de pivotamiento (ro-
tacion alrededor de un eje perpendicular al plano 7), que representa
un unico grado de libertad rotacional dado que existe una unica di-
recci6n perpendicular a un plano; y, por tltimo, 7SS es la velocidad
de deslizamiento (traslacion en direccién paralela al plano ), que

representa dos grados de libertad traslacionales.

Notese, por tanto, que cuando dos sélidos rigidos se mueven manteniendo sus superficies en permanente contacto puntual, el
vinculo consiste exclusivamente en la prohibicién de la traslacién relativa en la direccidn perpendicular al plano tangente en el
punto de contacto. El nimero de grados de libertad resultante es r» = 5.
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MOVIMIENTO PLANO
1. Definicion de movimiento plano. Propiedades.- ﬁ
1

Se dice que un sélido rigido “2” realiza un movimiento
plano respecto a un triedro de referencia “1” si los despla-
zamientos de todos sus puntos son permanentemente para-
lelos a un plano de dicho triedro (plano director, 7).

Asfi, por ejemplo, el movimiento que realiza el chasis de
un coche, respecto a la calzada por la que éste circula, es
un movimiento plano.

La condicion de movimiento plano se puede expresar matematicamente mediante la ecuacion:

VP e slrg. “2” y Vit

donde ,; es el vector unitario normal al plano director 7p.

El movimiento plano presenta las siguientes propiedades:

—  dFS(t) iy =0

a) Los campos de velocidades y aceleraciones son paralelos al plano director.

Partiendo de la condicién de movimiento plano y utilizando la definicién de velocidad instantdnea:

VP e sélg. “2” y Vit

— dFL) Uy =0 = dtTE(t) U, =0 —

TE(t) iy =0

Diferenciando la tdltima ecuacion (desde el punto de vista del triedro “1”’) y utilizando la definicién de aceleracion ins-

tantanea:

A8 () - g + T8 (t) - dily, =0 = dtak(t)-i,=0 = ah(t) i,=0

~
=0

b) Los vectores velocidad angular y aceleracion angular son perpendiculares al plano director.

Multiplicando escalarmente por i la ecuacion del campo de velocidades, y operando:

¢) Las distribuciones de velocidad y aceleracion en cual-
quier plano paralelo al plano director son idénticas, res-
pectivamente, a las distribuciones de velocidad y acele-

racion en el plano director.

. g — — —
SiP¢m, Oem y PO| x| &2l da,
se verifica que:

79 = 75 + a1 A PO =G
———
=0
70 _aP LG A PO+ 3 301 A PO) = GF
g = A5 + da1 A + Dag A (D21 A ) =dn
——— ——
=0 =0

Como consecuencia de esta propiedad, el andlisis de un
movimiento plano se reduce al andlisis del movimiento

en el plano director (problema bidimensional).

— QP(t)-ix AGn(8)] =0 para YQP(t)

_ d3n(t)
T dt

dwor(t) ~
= ;i( )uw = o (t) Un

1
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d) EIl movimiento plano tiene tres grados de libertad, y su reduccion '
candnica es una rotacion instantdnea en el caso mds general.

La reduccién cinemdtica del movimiento plano en un punto arbitra-
rio O del plano director viene dada por:

- 70 - -
{@o1 =war k; U3 = v U+ vy '}

~—— ~— =~

L 7 7 || 7o
donde Wy, representa un grado de libertad de rotacién, y oS} repre- reduccion cinematica
senta dos grados de libertad de traslacion. (en punto arbitrario O)

Por otra parte, la reduccién candénica de un movimiento plano viene
dada, en el caso mds general, por:

— =0 —
~ ; Wa1 - Vg, W -
{Jle 7é 0; U;ﬂlll’l = 721 21 21 = O}

|21 | [ &an |

y se trata, por tanto, de una rotacion instantdnea (existe un eje ins-
tantdneo de rotacién, Agr(21})-

1
No obstante, dentro del movimiento plano, pueden darse también Apron, :
. . . It I} . O

los dos siguientes casos particulares: reduccidn candnica

— Si &91(t) = 0, entonces el movimiento es una traslacién permanente paralela al plano director.

— Si existe en el plano director un punto O que permanece fijo (75 (t) = 0 ), entonces el movimiento es una rotacién
de eje permanente perpendicular al plano director.

2. Centro instantaneo de rotacion (C.I.R.).-

2.1. Definicion del C.I.R.

En un movimiento plano {21}, se denomina C.LR.{21} (o bien, I5;) al
punto de interseccion del eje instantdneo de rotacion, Agry213, con el pla-
no director, 7p.

I51 = Agri21y ) T

2.2. Propiedades del C.LR.

a) El C.I.R. es el tnico punto en el plano director cuya velocidad instantdnea es nula:

— T ~
o1 =0
b) El campo de velocidades en el plano director tiene simetria rotacional
alrededor del C.I.R.

. N Y CY R 5| - 5
Si Pemp — Vo1 | = VUagi + Gy A It P =| Go1 A I P
~—
=0
P —

172131 1 InhP
= N
|31 | = | @or || 11 P|

DPTO. FiSICAAPLICADA I



MOVIMIENTO PLANO E. DRAKE 43

2.3. Determinacion del C.1.R.

A) DETERMINACION GRAFICA:

Supuestas conocidas las velocidades, 757 y #5, de dos puntos A y B en el plano director, es posible determinar
graficamente la posicién del C.I.R. (punto I57).

— Procedimiento general:

—
U4 L I A B recta | 74 recta 1 .5
. = Iy = n
78 1 InB que pasa por A que pasa por B

— Procedimiento particular: se utiliza en caso de que, al aplicar el procedimiento general, se observe que las dos
rectas respectivamente perpendiculares a las velocidades son coincidentes entre si y que, por tanto, su interseccion
no define un tnico punto.

A = P ~ A =B
|Ush | = |&o1 || 21 4] | 051 | | Va7 | . .

5 — — = = |91 | =tan(yp)  (independiente del punto)
| Us1 | = [ @1 || 121 B | |InA| |InB]

recta | 74 recta que pasa por los
= I = m

que pasa por A extremos de 75} y U5

— Caso de la traslacion plana: la aplicacién de los procedimientos (general y particular) de determinacion grafica del
C.LR. al caso especial de una traslacién plana conduce a un par de rectas paralelas entre si, perpendiculares ambas a
la velocidad de traslacion, y cuya interseccién habra que buscar en el infinito.

Por tanto, aunque en sentido estricto una traslacion plana no tiene C.I.R. (no es una rotacién), se puede considerar a
efectos practicos (por ejemplo, a la hora de aplicar el teorema de los tres centros estudiado en el siguiente apartado)
que dicho C.L.R. se ubica en el infinito en la direccién normal a la velocidad de traslacion.

21 / 2p
! UZ]
1
1
1
‘/ L[]
[ $mmmmmmmmnee- .
21 B
procedimiento general procedimiento particular caso de la traslacion plana

B) DETERMINACION ANALITICA:

Supuestas conocidas la velocidad angular, Ws1, y la velocidad, 17201 , de un punto O en el plano director, es posible determinar
analiticamente la posicion del C.I.R. (punto I5;) mediante la expresion:

—_—
Una férmula andloga a ésta (para OC™) se dedujo en la seccién 2.5 del tema Vectores deslizantes. Ahora se aplica aqui
porque el centro instantidneo de rotacidn, I»1, es precisamente el punto (andlogo a C*) que se obtiene de la proyeccion
ortogonal de cualquier punto del plano director (en particular, el punto O) sobre el eje instantaneo de rotacion (eje central).

Obsérvese que, en el caso especial de la traslacién plana, la ubicacién del C.I.R. en el infinito sélo puede interpretarse,

en el sentido analitico, como resultado de un proceso de paso al limite en el que una velocidad angular nula es capaz de
generar velocidades finitas a distancias infinitas.
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3. Teorema de los tres centros o de Aronhold-Kennedy.-

Si tres solidos rigidos realizan movimientos relativos planos y paralelos entre
st, y se elige un plano director comiin, entonces los tres centros instantdneos

de rotacion estdn alineados. @ Iy,
Demostracion: L,
Sean tres sélidos (“0”, “1”y “2”) que satisfacen las hipotesis del teorema, y sea
A un punto arbitrario en el plano director comun 7p. Aplicando la ley de com- Ly
Tp

posicién de velocidades en el punto A, y sustituyendo en ella las ecuaciones de
los campos de velocidades correspondientes:

= = T On AT A= 630+ G A A+ 8+ o A TorA
21 = Voo + Vogr = Uy + wo1 A lg1 A= Vo + wog A Iog A + Vo1 + wo1 A o1
~— ~— ~—
=0 =0 =0
Utilizando ahora la ley de composicién de velocidades angulares:
. ., e ., R . — . e — . R e
(W20 +do1) A I21 A = Dao A I20 A+ Go1 Aot A = oo A (I21A — I20A) = Do1 A (Io1 A — 121 A)
— —
e e
= 121]20 = 101[21
. . . —
Multiplicando escalarmente esta ecuacién por I [o1:
e e e e

Io1Io1 - (D20 A Io1lag) = Ioila1 - (Bo1 A Lpila1) =0

=0
Finalmente, aplicando la permutabilidad ciclica del producto mixto:
. _— R —— R —— 5 R T — .
w0 (121]20 A 101]21) =0 — 121[20 A 101]21 =0 = 121]20 H 101]21 — {1017 120.121} alineados
~N ———
1 7 1 7

Ejemplo de aplicacion:

En la figura adjunta, se muestra la posicion instantdnea de un siste-
ma mecdnico formado por cuatro varillas rigidas (s6lidos “0”, “1”,
“2” y “3”), concatenadas sucesivamente mediante articulaciones en
sus extremos, y que se mueven de forma simultinea realizando movi-
mientos relativos planos con un plano director comun 7p.

Obsérvese que las posiciones de los puntos Io1, I31, 2o € 123 se de-
terminan mediante simple inspeccién, ya que todos ellos son centros
permanentes de rotacion relativa impuestos por la presencia de articu-
laciones. Sin embargo, las posiciones de los centros instantdneos de
rotacion Is; e I3y se determinan, cada una de ellas, mediante doble
aplicacién del teorema de los tres centros.

Por otra parte, aprovechamos el ejemplo para sefialar que la condicion
de movimiento plano entre dos sélidos rigidos es reciproca. Ademas,
se cumple que I;; = I;; porque, tal como ya sabemos, las velocida-
des reciprocas son opuestas y, por tanto, se anulan en el mismo punto.

Nota final:

Aunque no vamos a estudiar especificamente el campo de aceleraciones de un movimiento plano, conviene hacer notar, con
vistas a la realizacién de problemas, que la ecuacion del campo de aceleraciones en el plano director de un movimiento plano se
simplifica ligeramente en su dltimo término. En efecto, dados dos puntos O y P en el plano director, se tiene:

- S0 | = - - S0 |, = - - -2 S0 | = - 2
a21:a21+a21A0P+w21A(w21AOP):a21+a21/\0P+(w21~O )QJQ17|QJ21| OP:(I21+OZ21/\OP7|W21| OP
———
=0
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INTRODUCCION A LA DINAMICA

1. Leyes de Newton.-

La Dinamica es la rama de la Mecdnica que se ocupa de estudiar el movimiento de los cuerpos y las propiedades del mismo en
relacién con las causas (fuerzas) que lo producen.

Se denomina fuerza, F', a toda causa capaz de modificar el estado de equilibrio o movimiento de un cuerpo, o de producir en
él estados de tensién. Como magnitud fisica, la fuerza se representa en general mediante un vector ligado. Sin embargo, se
comporta como un vector deslizante cuando actiia sobre un sélido rigido.

Todas las fuerzas presentes en la Naturaleza pueden explicarse en funcién de las cuatro interacciones bdsicas: gravitatoria, elec-
tromagnética, nuclear fuerte y nuclear débil. No obstante, las fuerzas cotidianamente observadas entre cuerpos macroscopicos se
deben a la fuerza gravitatoria (caida libre, movimiento planetario, ...) y a la fuerza electromagnética (fenémenos electrostaticos,
imanes, fuerzas de contacto, ...).

Tomando el punto material como modelo matematico inicial, la Dindmica clésica se desarrolla a partir de algunos postulados
fundamentales como son las leyes de Newton y el principio de superposicion:

e Principio de inercia (o primera ley de Newton).

Todo punto material sobre el que no actiia fuerza neta se mantiene indefinidamente en estado de reposo o de movimiento
rectilineo uniforme respecto a un sistema de referencia inercial.

Obsérvese que los estados de reposo permanente y de movimiento rectilineo uniforme comparten, desde el punto de vista
cinemadtico, el hecho de que el vector velocidad es constante y, por consiguiente, el vector aceleracion es nulo. Por tanto,
lo que el principio de inercia establece es que:

—

F=0 = a=0

Por otra parte, la ley de composicién de aceleraciones (teorema de Coriolis) permite deducir que todos los observadores
cuyos movimientos relativos consistan en traslaciones de velocidad constante medirdn la misma aceleracion para un punto
material cualquiera.

En efecto:

303“5 (cte)

GBo1(t) =0 ({01} traslacién)

R _p - P _ =P
tras (p\ was R = g = Ay + dyy + 2 Go1 A Uy = g
Ug(t) =cte = afF =0 ~— ~— SRI
=0 =0

En consecuencia, postulada la existencia de un primer sistema de refe- 9
rencia en el que se cumple el principio de inercia (asi como las otras

leyes de Newton), queda garantizado que éste se cumplird también en

todos los sistemas de referencia que permanezcan en reposo o se tras- SRI

laden con velocidad constante respecto al primero (a todos ellos, se les
denomina sistemas de referencia inerciales, S.R.1.).

e Segunda ley de Newton.

Todo punto material sometido a una fuerza experimenta una aceleracion en la misma direccion y sentido en que actia la
fuerza 'y de modulo proporcional al médulo de la fuerza.

La constante de proporcionalidad entre fuerza y aceleracion es una propiedad carac-
teristica de cada punto material, la cual mide su resistencia intrinseca a ser acelerado a=F/m
y se denomina masa inercial, m:

Ty

F=ma m

S.R.L
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e Principio de accién y reaccion (o tercera ley de Newton).

Si un punto material B ejerce una fuerza (accion Fyg) sobre otro punto mate-
rial A, entonces A responde sobre B con otra fuerza (reaccion Fg 4) de igual
mddulo y direccion, pero de sentido contrario.

Matematicamente: . .
Fpa=—Fap

FUNDAMENTOS FISICOS DE LA INGENIERIA

En el marco de la Mecdnica clésica, a pesar de que estas dos fuerzas actian, respectivamente, sobre dos puntos que
pueden estar mds o menos distantes, ambas actdan siempre de forma simultdnea, por lo que parece mds correcto hablar de

interaccién (como sinénimo de fuerza) en lugar de hablar de accién y reaccion.

e Principio de superposicion.

Si sobre un mismo punto material actiian dos fuerzas simultdneamente, la ace-
leracion que adquiere es la suma vectorial de las aceleraciones que le comu-
nicarian cada una de las dos fuerzas por separado.

También se conoce a éste como principio de independencia de accion de las
fuerzas, y se puede generalizar para un nimero arbitrario, n, de fuerzas.

2. Dinamica del punto material.-

2.1. Punto material libre.

Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton y el principio de superposicion, el
estudio de la dindmica de un punto material libre (aquél no sometido a limitaciones
en su posicion o movimiento, y, por tanto, con r = 3 grados de libertad) se reduce,
como problema matematico, a resolver una ecuacion diferencial vectorial de segundo
orden con condiciones iniciales:

a=F[m
> \\\\
F; > > > "~
a=a+a, "~
_r
N -
}72 ,”//
> >
ay=F,/m
>
> >
1
Uy F,
>
>
~
> S~ _—
(1) -
trayectoria

Sobre un punto material libre, s6lo actian las denominadas fuerzas activas F;, cuya dependencia del tiempo, la posicién y la
velocidad puede ser mds o menos compleja, pero siempre conocida antes de resolver el problema mecéanico. En ese sentido,

podemos afirmar que las fuerzas activas son datos del problema.
Ejemplos de fuerzas activas:

* Fuerza gravitatoria terrestre, Fy.

Aunque la interaccion gravitatoria es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia entre los cuerpos (ley de gravitacién universal), se admite la
aproximacion de que, en las inmediaciones de la superficie terrestre, el campo
gravitatorio, g, es practicamente uniforme y, en consecuencia, el peso de un
cuerpo viene dado por:

F,=P=mg (independiente de la posicion)
siendo m en este caso la masa gravitatoria del cuerpo, la cual coincide ex-
perimentalmente con la masa inercial. En el caso de un sélido rigido, el peso

total se aplica, a efectos mecdnicos, en el centro de gravedad G (tal como se
comento al final del apartado 5 del tema Vectores deslizantes).
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* Fuerza eldstica de Hooke, F}.. [

. L. . estirado

Si un resorte eldstico, O P, de longitud natural [y y constante - 1':: 1}:

k, se contrae o se estira una longitud moderada Al =1— I, 10} —AY/\/\/\/\AV— P
entonces ejerce sobre su extremo P una fuerza recuperadora

(tendente a recuperar su longitud natural), F}, que viene dada
por la ley de Hooke: IR

relajado

Fy = —kAligp = k(1 —lo) liop (con |Gop| =1)
ot \/NNN NN\

y, sobre su extremo O, ejerce otra fuerza, —Fj, de igual
mddulo y direccidn, pero de sentido opuesto.

/
> contraido -

nula (Ip = 0), se tendra: -F,
—\VVVVV
- 0] P

— —
Fy, = —kliop = —kOP =k PO (siempre atractiva)

En el caso particular de que la longitud natural del resorte sea

v
&

\ As

2.2. Punto material vinculado. Principio de liberacion.

Siun punto material, ademads de estar sometido a fuerzas activas, estd sujeto

a vinculos (también llamados enlaces o ligaduras), es decir, si estd sujeto a VA
limitaciones en su posicién o movimiento, se dice que se trata de un punto

material vinculado.

Ejemplo de
punto material
vinculado

~
S

La mayoria de los vinculos (los denominados bilaterales) se traducen ma-
tematicamente en la obligacién por parte del punto material de satisfacer
una ecuacion de ligadura del tipo: R o / \

r=2

FF ) =0 / Y

Atendiendo a sus caracteristicas, existen diversas clasificaciones de los
vinculos. Asi, por ejemplo, se dice que el vinculo es escleronomo cuando
el tiempo no aparece explicitamente en la ecuacién de ligadura (reénomo,
en caso contrario). El vinculo es geométrico si no aparece explicitamente
ninguna componente de velocidad en la ecuacién de ligadura, es decir,
si el vinculo tan s6lo impone condiciones a las coordenadas posicionales x4yt g2 = R?
(cinemdtico, en caso contrario). Por ultimo, otra clasificacidn interesante (ecuacién de
es la que distingue entre vinculos /isos (sin rozamiento) y vinculos rugosos ligadura)
(con rozamiento).

La existencia de vinculos implica una reduccién en el nimero, r, de grados de libertad del punto material, que pasa a ser
r = 3 — h, donde h es el nimero de ecuaciones de ligadura. Para abordar el problema del movimiento de un punto material
vinculado, se hace necesario formular el siguiente principio de liberacién:

Todo punto material o sistema de puntos materiales sometido a vinculos puede ser tratado como si estuviese libre de los mismos
si se sustituyen dichos vinculos por las denominadas fuerzas de reaccion vincular Py, las cuales presentan las siguientes
caracteristicas:

o cumplen la misma funcion que los vinculos sustituidos, es decir, se oponen a cualquier estado de reposo o movimiento que
sea incompatible con ellos;

e son perpendiculares a los vinculos geométricos cuando éstos consisten en superficies o curvas lisas (sin rozamiento).

Por tanto, el tratamiento de la dindmica de un punto material vinculado requiere, en virtud del principio de liberacion, la incor-
poracién a las ecuaciones de las fuerzas de reaccion vincular ®;, (en adelante, f.r.v.), las cuales, por ser desconocidas a priori,
introducen nuevas incdgnitas en el problema matematico:

£ (7, 7'7', t) (conj=1,..,h) — ecuaciones de ligadura

No obstante, la compatibilidad de este sistema de ecuaciones exige que el nimero de incégnitas introducidas a través de las f.r.v.
sea igual al nimero, h, de ecuaciones de ligadura.
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3. Integrales primeras: teoremas de conservacion.-

Una vez comprobado que las ecuaciones dindmicas de un punto material son ecuaciones diferenciales de segundo orden, un
primer paso en el proceso de resolucién de las mismas consiste en la bisqueda de integrales primeras: funciones de la posicion
y la velocidad del punto material que se conservan constantes a lo largo del tiempo.

A continuacién, partiendo de la segunda ley de Newton, deduciremos algunos teoremas importantes en los que intervienen
nuevas magnitudes (energia, cantidad de movimiento, momento cinético) que son susceptibles de constituir integrales primeras
en aquellos problemas en que se den las condiciones adecuadas.

Por razones de comodidad, supondremos en adelante un punto material libre, aunque la validez de los teoremas se extiende al
caso de que existan vinculos sin mds que incorporar las correspondientes f.r.v. También asumiremos de forma implicita que,
en tanto no se diga lo contrario, todas las magnitudes cinematicas y dindmicas asociadas al punto material serdn relativas a un
sistema de referencia inercial (S.R.L).

3.1. Teorema de la energia. >

El trabajo elemental, W, realizado por una fuerza, F', que actda sobre un
punto material, cuando éste sufre un desplazamiento infinitesimal, dr, se define
como:

SW = F - di 0<n/2—>W>0
0=m2—=>3W=0
de donde, sustituyendo F' de acuerdo con la segunda ley de Newton y operando, SRI 0>n/2—=> dW<0

se obtiene:

v di 1
5W:md’-dﬁ:md—: -Udt:mU-d—zdt:mﬁ-dﬁzd(—mﬁ-ﬁ) :d(—mUQ) —dT

siendo T' la energia cinética del punto material:
1 1
T=—-mv 7= -muv>
2 2

La igualdad entre el trabajo elemental realizado sobre el punto material y la variacion infinitesimal de su energia cinética consti-
tuye la version elemental del teorema de la energia (T.E.), el cual también recibe otras denominaciones como son teorema de
la energta cinética, teorema del trabajo—energia cinética 'y teorema de las fuerzas vivas:

oW =dT

Por integracion a lo largo de una trayectoria finita (entre dos puntos A y B)), se obtiene la version finita del T.E..

B —
wk :/A F.dr= %m[’u(t]g)]2 - %m[’u(t,q)]2 = AT

E introduciendo el concepto de potencia instantdnea Py (trabajo realizado por unidad de tiempo):

oW - dr =
P = — = F T = F v
W t v
se obtiene la version instantdnea del T.E.:
oW dT
Py=—=—
VT T @t

A partir del T.E., y teniendo en cuenta la naturaleza de las fuerzas presentes en cada problema, se pueden deducir algunos
teoremas de conservacién que facilitan la obtencidn de integrales primeras:

e Teorema de conservacion de la energia cinética.

Si la fuerza neta que actiia sobre un punto material es nula o perpendicular a la trayectoria del mismo, su energia cinética
se conserva constante a lo largo del tiempo.

Demostracion:

—

si F'=

6, -
R — W=F -df =0 = dT'=0 = T =cte
obien, F L dr

DPTO. FiSICAAPLICADA I



INTRODUCCION A LA DINAMICA E. DRAKE 49

e Teorema de conservacion de la energia mecanica.

Se dice que una fuerza es conservativa, F €, si el trabajo que realiza sobre un punto material que se desplaza depende de sus
posiciones inicial y final, pero es independiente de la trayectoria concreta que sigue. Asociada a toda fuerza conservativa,
se puede definir una funcién de la posicion (denominada energia potencial, U) de tal modo que el trabajo realizado por la
fuerza a lo largo de un desplazamiento del punto material coincide con la variacién -cambiada de signo- que experimenta
dicha funcién U:

B
SW = F€.di = —dU, eintegrando — W}f:/ FC.di = —(Up —Ux) = —AU
A

Conocida una fuerza conservativa, la obtencién de su energia potencial asociada se realiza por integracion, apareciendo en
el proceso una constante de libre eleccion (origen de energia potencial).

Veamos dos ejemplos:
* Fuerza gravitatoria terrestre, Fy,.

Considerando el campo gravitatorio § en el sentido negativo
del eje Z, se tiene:

SW =F,-di =mg-di = —mgk - (de7T+ dyJ+dz k) = E s
i =-mgAz
—mgdz = —dU VAN > (independiente de
2 g l g =myg la trayectoria)
= U:U(O)+/ mg dz = U(0) + mgz
0
* Fuerza elastica de Hooke, ﬁk. /
0
Considerando fijo el extremo O del resorte, se tiene: li
. i,
SW = Fy, - dif = —k(l — lo) Top - dlTop = —k(l — lo) dl = —dU = 2z
Adr k

! 1
= U=U() +/ k(I —lo) dl = U(lo) + zk(l — lo)?

lo

El proceso inverso, es decir, la obtencién de una fuerza (conservativa) a partir de su energia potencial asociada, es aun mas
sencillo puesto que consiste en derivar y cambiar el signo.

Una vez definido el concepto de fuerza conservativa, enunciamos el teorema de conservacién de la energia mecanica:

Si las fuerzas que realizan trabajo sobre un punto material son todas conservativas, su energia mecdnica E (suma de las
energias cinética y potencial) se conserva constante a lo largo del tiempo.

Demostracion:
oW = FC.df = —dU = dT — dT+dU =0 = d(T+U)=0 = E=T+U=cte

Por tltimo, cabe sefialar que, en el caso de que fuerzas no conservativas, F'NC (por ejemplo, fuerzas de rozamiento), realicen
trabajo sobre un punto material, la variacién de su energia mecénica coincidird precisamente con dicho trabajo no conservativo:

W = FC.di+ FNC.df = —dU + 6WNC = dT — WNC —dT +dU =dE — WNC = AE

3.2. Teorema de la cantidad de movimiento.

—

Se define la cantidad de movimiento, p, de un punto material como el producto de su masa por su velocidad:  p'= mv
Derivando respecto al tiempo (a masa constante) y teniendo presente la segunda ley de Newton, se obtiene:

df | d(md) W [ =
—_— = = e = F
i a Mar ™M
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Esta igualdad entre la fuerza neta que actia sobre un punto material y la derivada temporal de su cantidad de movimiento
constituye el teorema de la cantidad de movimiento (T.C.M.) en su version instantdnea.

En sus versiones elemental y finita, el T.C.M. recibe el nombre alternativo de teorema del impulso mecanico:

tB—a
Q= Fdt — Aﬁ:ﬁ(t,g)—ﬁ(t,q):/ F ot

ta

ya que es con este nombre como se conoce al producto F'dt (impulso elemental) y a su integral en un intervalo de tiempo finito.

A partir del T.C.M., se puede deducir el siguiente teorema de conservacion de la cantidad de movimiento:

Si la fuerza neta que actiia sobre un punto material es nula, su cantidad de movimiento permanece constante a lo largo del
tiempo.

—

" dp’
Demostracion: F=0 — @

*6 — = cte
at P

Proyectando este teorema de conservacion vectorial sobre una direccion fija (representada por un vector unitario constante /), se
obtiene un teorema de conservacion para componentes de la cantidad de movimiento:

- - apn -
Fli — F.i=0 — Z2.5-0 — L:O = p-U=cte
dt dt
3.3. Teorema del momento cinético.
. L,
Se define el momento cinético, Lo, de un punto material 0
P respecto a un punto geométrico O como:
8 A O
- — / —
Lo =0PAmv /,/ 0] |L0|/2_m|[/;1| ////
7/ 4
4 /
Derivando respecto al tiempo y teniendo presente el teo- e — > > 7
. . . / oP mv=p ,
rema de la cantidad de movimiento, se deduce el siguien- // P yd
te teorema del momento cinético (T.M.C.) para un pun- 4 “
to fijo O:
dLo | dOP d d
— — — - —
Lo | _dOP @ s o a1 s 0P AP — OB A F=| M,
dt dt dt \ , dt

=0

el cual establece que la derivada temporal del momento cinético de un punto material respecto a un punto fijo O es igual al
momento, MO, respecto a dicho punto O, de la fuerza neta F que actda sobre el punto material.

A partir del T.M.C., se puede deducir el siguiente teorema de conservacion del momento cinético:

Si la fuerza neta que actiia sobre un punto material P es nula o es central con centro en un punto fijo O, su momento cinético
respecto al punto O permanece constante a lo largo del tiempo.

Demostracion:

Siﬁza, — — - o dl_': o
} F=0 — —292_-(§ — Lo = cte

RN — Mp=0PA
obien, F' || OP dt

Proyectando este teorema de conservacion vectorial sobre una direccion fija (representada por un vector unitario constante /), se
obtiene un teorema de conservacion para componentes del momento cinético:

— — dl_': U -
Mol = Mo-7=0 = —2.7=0 = %:o — Lo-7=cte

Nota: Obsérvese que, conforme a la segunda ley de Newton, una fuerza central produce un movimiento central (apartado 6.5 del
tema Cinemdtica del punto), y que la conservacion del momento cinético guarda intima relacién con el valor constante del vector
velocidad areolar. En efecto:

— e —_ —_
5||F||0P — Lo=2mVy =cte
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4. Dinamica en sistemas de referencia no inerciales.-

La ley de composicién de aceleraciones (teorema de Coriolis) establece que:

= ~p ~p - -P

Gy = Gigg + Gy +2Wo01 A Uz
Supongamos que el s6lido “1” es un sistema de referencia inercial, mientras que el sélido “0” es un sistema de referencia no
inercial (es decir, @f; # 0 y/o &g # 0). Entonces, conforme a la segunda ley de Newton (de obligado cumplimiento en
sistemas de referencia inerciales), se tiene que:

o .y Sp -p - P
F =mdy = m(dy, + do; + 2001 A Uy)

ecuacion que permite comprobar que, en principio, la segunda ley de Newton no se cumple para el observador no inercial “0”,
ya que:

trayectoria {20}

F #mab,
No obstante, despejando el término mc‘igo, se obtiene:
-p o -p . - P " o o
Mayy = F —mdy, —2mdor NUsy = F + Farr + Feor

de donde se deduce que el observador no inercial “0” podra aplicar las leyes de
Newton siempre que considere que el punto material P se halla sometido, ademas
de a la fuerza neta real F', a las siguientes fuerzas de inercia:

—mag) = Far (fuerza de arrastre) SR.
- —P - .. no inercial S.R.L
—2mo1 A Usg = Feor  (fuerza de Coriolis)

Las fuerzas de inercia presentan las siguientes caracteristicas:

e Son fuerzas aparentes o ficticias (inexistentes para los observadores inerciales), pero tienen, para el observador no inercial,
propiedades andlogas a las de las fuerzas reales (pueden producir trabajo, pueden ser conservativas, etc.).

e Son fuerzas proporcionales a la masa inercial.

e No conllevan la introduccién de nuevas incégnitas en el problema dindmico {20} (supuesto conocido el movimiento no
inercial {01}).

5. Aproximacion a la dinamica de un rotor.-

La dindmica del sélido rigido serd estudiada con caracter general en la asigna-
tura Mecdnica Racional (segundo curso). No obstante, realizaremos aqui una
breve aproximacion al problema especifico del movimiento de un rofor (sélido
que rota alrededor de un eje fijo, Agpgr).

Tal como ya sabemos (apartados 6.2 de Cinemdtica del punto 'y 3.1 de Ci-
nemdtica del sélido rigido), si el sélido rota alrededor del A gpg con velocidad
angular w y aceleracién angular «, cada punto P del sélido se mueve en un
plano perpendicular al Agpg, realizando un movimiento circular de centro en
el Agpgr, radio r = d(P, Agpr), velocidad angular w y aceleracién angular a.

5.1. Energia cinética de rotacion. Momento de inercia.

La energia cinética de un sistema de puntos materiales en general (y de un sélido rigido, en particular) se define como la suma de
las energias cinéticas de todos sus puntos. Asi que, en el caso del rotor, asignando la masa infinitesimal dm al punto genérico P,
teniendo presente que la velocidad escalar de dicho punto es v = rw, e integrando en toda la distribucién de masa, se obtiene:

1 1 1 1
T:/ivzdm:/TQdem:a (/erm)w2:§Iw2

donde I es el momento de inercia del s6lido respecto al eje de rotacion:

I:/TQdm
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El momento de inercia es una medida de la resistencia del sélido a experimentar modificaciones en su movimiento de rotacién
alrededor de un eje. Es el andlogo rotacional de la masa inercial. Obsérvese que el valor del momento de inercia depende del
s6lido (de su distribucién geométrica de masa), pero también depende de la ubicacién del eje de rotacion.

L

I=—=ML [=~mi’ 1= mr =2 MR
3 2 5
Momento de inercia de algunos solidos homogéneos (de masa M)

5.2. La segunda ley de Newton para la rotacion.

Al elemento de masa situado en el punto genérico P del rotor, se le asocia el siguiente momento cinético infinitesimal respecto
a un punto O del Agpg:

- —
dLo = OP AvUdm
cuya componente axial (denominando i, a un vector unitario en la direccién del Agpgr) viene dada por:

- — — — —_
lin-dLo =1iis - (OP AT)dm =7 (iy NOP)dm = |¥|| iy AOP|dm = v proy, ;. [OP] dm = vrdm = wr®dm
—_———
=r

Integrando d Lo en toda la distribucion de masa, se obtiene lo que se conoce como momento cinético, Lo, del sélido rigido:
- —_—
Lo = / OP NUdm
cuya componente axial viene dada por:
ﬂ'A~LO:/’EA~dLo:/wr2dm:w/r2dm:Iw
Derivando esta tltima ecuacién respecto al tiempo, se obtiene:

dLo  dw

bl CANY St o
dt a

Un
Por otra parte, el T.M.C. para el sélido rigido (obtenido mediante la integracion de la ecuacién del T.M.C. asociado al elemento
de masa que ocupa el punto genérico P) establece que:
dLo
dt

dfzo > >
ext — — ext ext
—t 5 — Up - =t - My = M}

— — -

donde M&*' = [OP A dF es el momento resultante (respecto a O) de todas las fuerzas que actiian sobre el sélido rigido, y
MZX es la componente axial de Mg’“. El superindice ®* se debe a que los momentos de fuerzas internas que se ejercen entre si
las particulas de un sistema se anulan por pares, y, por ello, el momento resultante de fuerzas que actia sobre el sistema coincide

con el momento resultante de las fuerzas externas.

. . . L, d . .
Finalmente, igualando las dos expresiones halladas para i, - d—to’ se obtiene la que algunos autores denominan segunda ley de

Newton para la rotacion:

M = Ia
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ESTATICA

1. Introduccion.-

Dado un sistema de puntos materiales, una posicién de equilibrio mecanico es una posicion tal que, si el sistema es abandonado
en ella en reposo inicial, entonces permanece alli por tiempo indefinido convirtiéndose el reposo en permanente.

Al igual que ocurre con el movimiento, el concepto de equilibrio es inherentemente relativo a un sistema de referencia u obser-
vador. Por simplicidad, consideraremos que el equilibrio de un sistema de puntos materiales se refiere siempre a un observador
tnico e inercial.

La Estatica es la rama de la Mecdnica que se ocupa del estudio del equilibrio mecdnico en los sistemas de puntos materiales.

Evidentemente, para que determinada posicién de un sistema sea posicién de equilibrio, el conjunto de fuerzas que acttia sobre él
cuando la ocupa no puede ser arbitrario, sino que ha de cumplir ciertas condiciones. Aunque la justificacién de las condiciones
de equilibrio mecanico de los sistemas de puntos materiales corresponde al dmbito de la Dindmica, podemos adelantar aqui
cudles son en el caso de los dos modelos que nos interesan:

modelo condiciones de equilibrio mecanico

punto material nulidad de la resultante de las fuerzas

s6lido rigido | nulidad de la resultante y del momento resultante de las fuerzas externas

2. Equilibrio del punto material.-
Desde un punto de vista cinemdtico, si un punto material es abandonado inicialmente en reposo (velocidad nula) en cierta
posicidn, se quedara alli de forma permanente si y sélo si su aceleracion es nula. Ahora bien, sabemos que el comportamiento

dindmico del punto material se rige mediante la segunda ley de Newton, la cual establece que el producto de masa por aceleracién
es igual a la resultante de todas las fuerzas aplicadas sobre el punto (tanto activas, E, como de reaccion vincular, <I>k)

n
ma = Z ] «— punto libre
ma = y Dy, «~—— punto vinculado

Por tanto, es obvio que la condicién necesaria y suficiente para que cierta posicion de un punto material sea posicion de equilibrio
mecanico es la nulidad en ella de la resultante de las fuerzas aplicadas sobre el punto:

punto material | n2 de grados de libertad fuerzas condicion de equilibrio mecdnico
libre r=3 (Fy, E=SN"F=0
i=1
vinculado r <3 {F A {(I)k}’” R+d= Fi+ S @), =0
=1 k=1
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2.1. Equilibrio del punto sobre una superficie lisa.

Un punto material, P, obligado a permanecer en todo instante sobre
una superficie, .S, lisa (sin rozamiento) es un caso particular de punto
vinculado. Al estudiar el principio de liberacién (apartado 2.2 del te-
ma Introduccion a la Dindmica, se enuncié como caracteristica de las >
fuerzas de reaccion vincular (f.r.v.) su perpendicularidad a los vinculos
geométricos lisos. Por tanto, en el caso presente, habra de introducirse,
en aplicacion del principio de liberacién, una f.r.v. 3 expresable como:

- —
® = A Ny
F,

TV

N
donde )\ (incégnita) es el médulo de la f.r.v., y Ng (dato) es el vector
unitario normal a la superficie S en el punto ocupado por la particula P.

Recuérdese también que las f.r.v. cumplen la misma funcién que los vinculos sustituidos, es decir, se oponen a cualquier estado de
reposo 0 movimiento que sea incompatible con ellos. Precisamente, en el caso que nos ocupa, P es perpendicular a la superficie
S porque el hecho de que ésta sea lisa conlleva que no ejerce oposicion ni resistencia alguna ante movimientos tangenciales de
la particula, y sin embargo le prohibe cualquier movimiento en su direccién normal.

Si se supone la existencia de un nimero arbitrario, n, de fuerzas activas F; actuando sobre el punto material P, la condicién de

equilibrio mecdnico viene dada en este caso por:
n

Z iJr)\ﬁS:ﬁ

i=1

l

Por dltimo, conviene tener presente, con vistas a la resolucién de problemas, que el punto vinculado a una superficie estd obligado,
tanto en su comportamiento dindmico como estatico, a satisfacer la ecuacion de la superficie (ecuacion de ligadura).

2.2. Equilibrio del punto sobre una curva lisa.

Un punto material, P, obligado a permanecer en todo instante sobre una curva,
C, lisa (sin rozamiento) es otro caso particular de punto vinculado. Al tratarse
nuevamente de un vinculo geométrico liso, habrad de introducirse, en aplicacién
del principio de liberacién, una f.r.v. o perpendicular a la curva C' y expresable,
por tanto, como:

- — —
S=dby N +Pp B
donde ® y ®p (incdgnitas) son, respectivamente, las componentes intrinsecas
normal y binormal de la f.r.v. en el punto de la curva ocupado por la particula P.

Con la expresion propuesta, se garantiza que ® es perpendicular a la curva C, es
decir, perpendicular a su direccién tangente 7 :

plano normal

5.?:0 alacurva C

Esto es consecuencia de que, dada la ausencia de rozamiento, no existe oposicion ni resistencia alguna ante movimientos de la
particula tangenciales a la curva, mientras que, por el contrario, se le impide cualquier movimiento perpendicular a la misma.

Si se supone la existencia de un nimero arbitrario, n, de fuerzas activas F; actuando sobre el punto material P, la condicién de
equilibrio mecdnico viene dada en este caso por:

no _ _ .
ZF,-+<1>NN+¢BB =0
i=1

Por supuesto, el punto vinculado a una curva esta obligado a satisfacer las ecuaciones de dicha curva (ecuaciones de ligadura).
3. Equilibrio del sélido rigido.-
3.1. Condicion estatica de rigidez. Teorema de transmisibilidad.

La condicion estatica de rigidez establece que: si en dos puntos cua- >
lesquiera de un solido rigido en equilibrio mecdnico se aplican sendas a
fuerzas de modulos iguales e idéntica recta soporte, pero de sentidos
opuestos, el equilibrio del solido no se ve alterado.
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Una consecuencia de la condicién estética de rigidez es el denominado teorema de transmisibilidad:
Las fuerzas aplicadas sobre un sélido rigido se comportan como vectores deslizantes.

La deduccion del teorema de transmisibilidad a partir de la condicién estética de rigidez puede realizarse a través de los
siguientes pasos:

1. Sea un sélido rigido en equilibrio mecdnico que soporta una fuer-
za F' aplicada en su punto A (dado que el sélido se halla en equi-
librio, F' no puede ser la unica fuerza aplicada sobre él).

2. Sea B otro punto del sélido perteneciente a la recta soporte de
la fuerza F'. En aplicacién de la condicidn estatica de rigidez, se
puede garantizar que el equilibrio mecanico del sélido se man-
tendrd si aplicamos sendas fuerzas —F y Fenlos puntos Ay B,
respectivamente.

3. En el punto A se produce entonces la cancelacion de la fuerza
original F con la recién aplicada —F. Por tanto, comparando
esta situacion final con la inicial, se comprueba que el equilibrio
mecénico del sélido se ha conservado a pesar de que, a todos los
efectos, la fuerza original F ha deslizado, a lo largo de su recta
soporte, desde el punto A hasta el punto B.

La validez del teorema de transmisibilidad se extiende:

e tanto al ambito de la Estética (se acaba de demostrar) como al de la Dindmica (asignatura Mecdnica Racional);

e tanto a fuerzas activas (F;) como a fuerzas de reaccidn vincular (®y).

3.2. Condiciones de equilibrio del sélido.

Para que cierta posicién de un sélido rigido sea posicion de equilibrio mecédnico es necesario y suficiente que el sistema de
fuerzas externas (vectores deslizantes) aplicadas al s6lido en dicha posicién se pueda reducir a un sistema nulo (resultante nula y
momento resultante nulo):

solido rigido | n2 de grados de libertad | fuerzas externas condiciones de equilibrio mecanico

— =1
libre r==6 {(F“PL)}ZL:I
no__ . .
ZOPL AF, =0
i=1

1

+
=
ol

Il
je=])

Ra-3Fry

{(ﬁi;Pi)}?ﬂ i=1 k=1

{(r; Qi) Yy

vinculado r<6

— — LN - mo___, - .
Mo+ To =Y OP,AF;+> 0Qix N ¥ =0
=1 k=1

Observaciones:

e No se ha utilizado el superindice ®*' a pesar de que las tinicas fuerzas que es necesario tener en cuenta al exigir las
condiciones de equilibrio de un sélido rigido son las fuerzas externas. No obstante, cabe sefialar que la resultante y el
momento resultante de las fuerzas internas valen también cero, ya que, como consecuencia del principio de accién y
reaccion, se produce la cancelacion de los términos asociados a cada par de puntos.
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e Los conjuntos {R; ]\—4)0} y {®; f)o}, formados por la resultante y el momento resultante en un punto O de los s.v.d.
constituidos por las fuerzas activas y por las fuerzas de reaccion vincular, se denominan, respectivamente, reduccion
mecanica y reduccion vincular en el punto O. Por tanto, las condiciones de equilibrio para un sélido rigido se resumen
en la nulidad de la reduccién total de fuerzas externas (suma de la reduccién mecdnica y la reduccién vincular en un punto
O arbitrario).

e Al formular las condiciones de equilibrio de un sélido rigido, el centro de reduccién O en el que se exige la nulidad del
momento resultante de las fuerzas externas es de eleccion arbitraria por la sencilla razén de que la nulidad de la resultante
de las fuerzas externas conlleva la uniformidad del correspondiente campo de momentos.

e Exigiendo la condicion de equilibrio mecdnico a cada uno de los puntos materiales que constituyen el sélido rigido y
teniendo en cuenta el principio de accidn y reaccidn para las fuerzas internas, podriamos demostrar con relativa facilidad
que la nulidad de la resultante y del momento resultante de las fuerzas externas es condicion necesaria de equilibrio para
un sistema de puntos materiales (incluso aunque no sea un sélido rigido). Sin embargo, la justificacién de que la nulidad de
dichas magnitudes es ademds condicidn suficiente de equilibrio en el caso especifico de un sélido rigido requiere el previo
estudio de las ecuaciones dindmicas de este modelo.

4. Desvinculacion de sélidos.-
Desvincular un sélido rigido vinculado consiste en aplicarle el principio de liberacidn, es decir, sustituir los vinculos por las
fuerzas de reaccién vincular (f.r.v.) capaces de provocar los mismos efectos mecanicos que ellos.

Ahora bien, una desvinculacién, para ser correcta, requiere que no se introduzcan mas incégnitas de reaccién vincular que
las estrictamente necesarias. Por ello, conviene aplicar el siguiente procedimiento general de desvinculacion, que tiene su
fundamento en el 4mbito de la Dindmica del sélido rigido:

a) Para prohibir u ofrecer resistencia a la traslacion de un sélido en cierta direccidn, es necesario introducir una fuerza (de
reaccién vincular) en dicha direccidn.

b) Para prohibir u ofrecer resistencia a la rotacién de un s6lido alrededor de un eje con cierta direccidn, es necesario introducir
un momento de fuerza (de reaccién vincular) en la direccién de dicho eje.

4.1. Desvinculacion de un contacto puntual y liso.

En el apartado 7 del tema Movimiento relativo, tavimos oportuni-
dad de analizar cinemdticamente el par de sélidos que se mueven
manteniendo sus superficies en permanente contacto puntual. Con-
cluiamos en aquel estudio que el contacto puntual permanente cons-
tituye un vinculo entre dos sélidos por cuanto prohibe la traslacion
relativa perpendicular al plano tangente 7, a pesar de que permite
la traslacion paralela a 7 (deslizamiento), la rotacién paralela a 7
(rodadura) y la rotacioén perpendicular a 7 (pivotamiento).

Entonces, admitiendo que el contacto es liso (no existe rozamiento),
el procedimiento general de desvinculacién nos lleva a introducir en
este caso una Unica f.r.v. normal al plano tangente 7:

—

traslacion | m prohibida — &9 =N

Observacion: En la notacién de dos subindices para fuerzas (andlogamente para momentos de fuerza), el primer subindice indica
el sdlido sobre el que se aplica la fuerza, mientras que el segundo subindice indica el s6lido que la ejerce.

4.2. Desvinculacion de pares de enlace usuales (lisos).

Asi como un par de sélidos vinculados entre si recibe la denominacién de par cinemdtico cuando se analiza desde el punto
de vista de los movimientos relativos permitidos, se prefiere sin embargo la denominacién par de enlace cuando se trata de
enfatizar el caricter restrictivo del vinculo, es decir, cuando se pretende subrayar los movimientos relativos prohibidos con miras
a la desvinculacidn.

A pesar de su diversidad, los pares de enlace se reducen basicamente a contactos entre sélidos a través de superficies mas o
menos complejas en su forma (a veces también intervienen pequefios sélidos intermediarios). Teniendo esto presente, caben dos
procedimientos, ambos equivalentes, para desvincular un par de enlace:
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a) Desvinculacion punto a punto.

Se basa en la equivalencia: par de enlace liso = conjunto finito o infinito de contactos puntuales lisos

Consiste en:
1. Desvincular todos los contactos puntuales lisos, dando lugar a una distribucién de f.r.v. normales a los contactos.
- =
2. Calcular la reduccién vincular en un punto O, {®; I'x}, de la citada distribucién de f.r.v.

Ejemplo:
Zl

* El par esférico (rétula).

La desvinculacién punto a punto del con-
tacto liso entre las dos superficies esféricas
concéntricas genera una distribucién continua
de f.r.v. concurrentes, cuya reduccién en el
centro de concurrencia O resulta ser:

(I_)fé = (22,2, 2] X1 | distribucién X
P21 =10,0,0] s
b) Desvinculacion directa.
Se basa en la equivalencia: par de enlace liso = prohibicion de ciertos movimientos relativos
Consiste en aplicar el procedimiento general de desvinculacién anteriormente citado:
direccion prohibida para la traslacion = fr.v. en esa direccién

direccion prohibida para eje de rotacion == momento de f.r.v. en esa direccién

Ejemplo:

* El par esférico (rétula).

La prohibicién vincular de las traslaciones en Z, Z,
las tres direcciones independientes del espacio
obliga a introducir una f.r.v. con componentes
en las citadas tres direcciones. Dicho de otro
modo, a la reduccién cinematica (en O):

Woy = [Wxawyawz]

172% - [0,0,0]

le corresponde la reduccién vincular (en O):

(1)21 = [(I)xvq)ya q)z]

—0 permitidas s6lo prohibidas
I21 =[0,0,0] las rotaciones las traslaciones

Desvinculacion de pares de enlace planos.

La mayoria de los pares de enlace que vamos a tener que desvincular en los ejercicios

précticos propuestos en este tema corresponden a movimientos planos. Conviene por Y 1A 1_3201
ello recordar que un sélido rigido en movimiento plano posee, como maximo, tres gra- 3
dos de libertad (dos de traslacion paralela al plano del movimiento, y uno de rotacién ®
perpendicular a él). La reduccién cinemadtica (en un punto O) de un sdélido libre en el B
plano O1 X1Y; viene dada por:
@21:[0,0,0&] 7 )
o ! 0, X,
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A continuacion, se incluyen esquemas representativos de algunos de los tipos mas usuales de pares de enlace planos (y lisos) con
sus correspondientes desvinculaciones:

20
Iy
pasador fijo pasador giratorio

deslizadera articulacion empotramiento

5. Teorema de las tres fuerzas.-

Dado un sélido rigido sometido a un sistema de tres fuerzas externas {(Fa; A4), (Fp; Ap), (Fc; Ac)} coplanarias y no para-
lelas, es condicion necesaria (aunque no suficiente) de equilibrio mecdnico que las tres fuerzas sean concurrentes.

Demostracion:
— — - 5 — -
si O=AsNAp — Mp=0CAFc=0 (2%condiciénde equilibrio) — OC | Fc = O € Ac¢

Se comprueba, por tanto, que la concurrencia de las tres fuerzas externas viene exigida por
la 22 condicién de equilibrio (nulidad del momento resultante). Sin embargo, la citada
concurrencia de fuerzas no es condicién suficiente de equilibrio porque no garantiza la
nulidad de la resultante (12 condicion de equilibrio).

Con independencia de la notacién utilizada en la demostracion del teorema, éste se aplica
tanto para fuerzas activas como para fuerzas de reaccion vincular.

Aplicacion:

La varilla AB, de longitud L y masa despreciable, soporta un cierto peso colgado de su
extremo B, mientras que descansa apoyada sin rozamiento sobre una pared vertical (en su
extremo A) y sobre un clavo (en un punto intermedio C). La aplicacién del teorema de
las tres fuerzas establece como condicidn necesaria de equilibrio la concurrencia de las tres
fuerzas externas presentes sobre la varilla (m g, NzA y N)c). Por tanto, analizando la geometria
del problema, se puede determinar, en funcidon de L y d (distancia entre el clavo y la pared), el
tnico valor del dngulo 6 (entre la varilla y la horizontal) para el cual es posible el equilibrio:

d=L[cos(§)]®> = 60 =arccos {(d/L)l/ﬂ
— — N
No obstante, para que tal posicion llegue a ser efectivamente posicion de equilibrio, se requiere ademds que m g+ Na+ N¢o = 0.
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6. Principio de fragmentacion.-

Cuando se realiza una particion en un sistema de puntos
materiales, cada fragmento continiia en idéntico estado
de equilibrio o movimiento si se sustituye el resto del sis-
tema por las reacciones vinculares de contacto que ejerce
sobre dicho fragmento.

Se puede aplicar el principio de fragmentacion a una ca-
dena de solidos rigidos, y entonces se tiene:

{tl_;k,-; f}ﬁ} — reduccién vincular del par de enlace {ki} ; {q_:;kj; ﬂ?/} — reduccién vincular del par de enlace {kj}

El principio de fragmentacion guarda estrecha relacion con el principio de liberacion. En realidad, fragmentar una cadena
equivale a liberar (desvincular) a cada uno de los sélidos que la constituyen.

No obstante, al desvincular los fragmentos de una cadena
para analizar su equilibrio o movimiento, hay que tener
presente el principio de accion y reaccion para no intro-
ducir incégnitas innecesarias:

Dy = —Pyy D = — Py,
—)O —)O —)Ol —)O/
ik = =Tk Ljg = —T%;

El equilibrio mecénico de una cadena de sélidos rigidos implica, conforme al principio de fragmentacion, el equilibrio mecdnico
por separado de cada uno de los sélidos que la integran. Sin embargo, con frecuencia es ttil aplicar también las condiciones de
equilibrio mecdnico a la cadena como a un todo, es decir, exigir la nulidad de la reduccién global de las fuerzas aplicadas a todos
los sélidos. Esta operacidn, si bien no supone afiadir informacién nueva respecto a la exigencia de equilibrio de cada s6lido por
separado, presenta la ventaja de provocar, en virtud del principio de accién y reaccion, la desaparicion de las incégnitas asociadas
a las reacciones vinculares internas.

Por tltimo, cabe sefialar que, para la fragmentacion in- v k q v ﬂ q

terna de un sélido rigido, éste puede ser interpretado co-
mo una cadena de fragmentos s6lidos vinculados mutua-
mente mediante empotramientos (vinculo que prohibe to-
dos los movimientos relativos posibles entre dos sélidos
rigidos).

empotramientos

7. Contactos reales entre solidos. Rozamiento seco de Coulomb.-

Hasta ahora, cuando hemos hablado de sélidos rigidos en contacto, nos hemos referido a contactos ideales que se caracterizaban
por ser lisos (sin rozamiento) y puntuales (un tinico punto de contacto). Sin embargo, el contacto real entre sélidos es siempre
rugoso (con rozamiento) y superficial (existe un drea de contacto).

- - - =
La reduccién vincular en un punto O del contacto real entre sélidos viene dada por: {®2; = N + f; I’g? =7+ p'}, donde:

_
N —  Fuerza de reaccion normal.

f— Fuerza de resistencia al deslizamiento (fuerza de rozamiento).
— Impide el deslizamiento (traslacién) o se opone a él.
— Es paralela al plano tangente en el punto de contacto.

T — Par de resistencia al pivotamiento.

— Impide el pivotamiento (rotacién) o se opone a él.
— Es perpendicular al plano tangente en el punto de contacto.

7 — Par de resistencia a la rodadura.
— Impide la rodadura (rotacién) o se opone a ella.
— Es paralelo al plano tangente en el punto de contacto.
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7.1. Estudio experimental de la fuerza de rozamiento.

Grafica de méodulos:

4t deslizamiento
inminente
. .fmax |
reaccion £ A
normal -
2
>
fuerza de N fuerza
rozamiento aplicada
> >
J F
< >
)
b >
! E=u, N F
Modelo vectorial:
—F (si 0SF<F=p.N y o =0) — region estitica
f= ~des
Va1 . des 4 TR
—ld (si U555 #0) —  regi6n dindmica
| G5
Observaciones:
region estatica — No se produce deslizamiento (vinculo prohibitivo).
— El rozamiento estdtico es la base fundamental de la locomocién por tierra.
regién dindmica | — Se produce deslizamiento (vinculo resistivo).
— Se produce disipacién de energia calorifica y deterioro irreversible de las superficies de contacto.
— El rozamiento dindmico puede ser efecto indeseado (pérdidas energéticas y deterioro de piezas) o
deliberadamente buscado (procesos de frenado, calentamiento por frotacién, lijado de superficies).

7.2. Leyes de Coulomb.

1. Lafuerza de rozamiento alcanza su médulo maximo, f,,4z, cuando el deslizamiento es inminente, y dicho médulo maximo
es proporcional a la reaccidon normal, [V, que se transmite a través de la superficie de contacto:

~des =
fmaz = e N (para F=F, y v57° =0)
donde p. es el coeficiente de rozamiento estdtico (caracteristico del contacto entre dos materiales).
2. El médulo méaximo, f,,.:, de la fuerza de rozamiento es independiente del area de la superficie de contacto.

3. El médulo, f4, de la fuerza de rozamiento dindmico es proporcional a la reaccién normal, N, independiente de la velocidad
de deslizamiento y algo menor que el médulo maximo, f,4., de la fuerza de rozamiento:

~des ;
fo=paN  (para 3" # 0)
donde 4 es el coeficiente de rozamiento dindmico (piq < fte).
Lo caracteristico del modelo de rozamiento seco de Coulomb es la independencia de la fuerza de rozamiento dindmico con

respecto al médulo de la velocidad de deslizamiento. En otros modelos de rozamiento (fuerzas viscosas o de arrastre), la fuerza
de rozamiento dindmico es proporcional al médulo de la velocidad (si ésta es moderada) o a su cuadrado (si la velocidad es alta).
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7.3. Deslizamiento inminente y vuelco inminente.

Cuando se considera el médulo, f, de la fuerza de rozamiento en problemas de equilibrio mecanico (regién estatica del modelo
de Coulomb), pueden presentarse hasta tres situaciones distintas:

a) La situacion mas general es aquélla en la que se desconoce cémo de préximo se encuentra el sistema respecto a un
eventual deslizamiento. En ese caso, f es una incdgnita de la que s6lo se conoce a priori una cota superior, ya que la
condicion de no deslizamiento establece que:

f<peN

b) Si la situacién es de deslizamiento inminente, entonces f no es una incégnita, ya que la condicion de deslizamiento
inminente establece que:

f=neN

¢) Si la situacion es de deslizamiento imposible, entonces f es una incdgnita que en principio no tiene cota superior alguna.
Cabe interpretar que esta situacion corresponde a un vinculo completamente ajeno a los fendmenos de rozamiento (vinculo
cremallera o engranaje), o bien que corresponde a un caso limite de rozamiento estitico con coeficiente p, — oc.

Finalmente, para completar el estudio del equilibrio mecénico del s6lido rigido, conviene incorporar el riesgo de vuelco de éste
como consecuencia de la existencia de rozamiento en una superficie plana de contacto.

Observaciones:

e La reaccién normal que la superficie plana transmite al sélido es en realidad una fuerza distribuida (sistema de vectores
deslizantes paralelos) cuya reduccién candnica es (N), Ag).

e Cuando la fuerza aplicada, Z; y la fuerza de rozamiento, ]? estdn desalineadas y crean sobre el s6lido un par de vuelco (o
momento de vuelco), éste debe ser neutralizado por un par de anti-vuelco (ya que el equilibrio mecanico exige momento
resultante nulo). Se produce por ello una redistribucién de la reaccién normal que provoca un desplazamiento de su eje
central A¢, de tal modo que el peso, 13, y la resultante de reaccién normal, [N, son ahora capaces de evitar el vuelco
creando el necesario par neutralizador.

La condicion de no vuelco exige que el eje central A de la reaccién normal distribuida, aunque se haya desplazado para evitar
el vuelco, quede dentro de la superficie de contacto o, al menos, situado entre los puntos extremos del contacto.

La condicion de vuelco inminente consiste en que el eje central A de la reaccién normal redistribuida pase justamente por el
borde de la superficie de contacto o por alguno de los puntos extremos del mismo.

Ac Ac Aci
; : 7

i | R
i i ;3 1
N N| > N
<ttt F < mﬂLﬁlTT < I |
P Py P |

no hay par de vuelco condicion de no vuelco condicion de vuelco inminente
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