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Nuevas definiciones

Nuevas definiciones (1)

@ Funcidn de clase KC: Una funcién continua « : [0,a) — [0, 00) es de
clase IC si es estrictamente creciente y a(0) = 0.

@ Funcion de clase K: Una funcién continua « : [0,00) — [0,00) es
de clase K si es estrictamente creciente, a(0) =0y

lim, o0 a(r) = 0.

Funcién de clase Ko
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Nuevas definiciones

Nuevas definiciones (I1)

@ Funcion de clase KL: Una funcién continua
B:0,a) x [0,00) — [0,00) es de clase L si por cada s fijo la
funcion

a:[0,a) — [0,00)
r — B(r,s)

es de clase K y, ademas por cada r fijo la funciéon

0 :[0,00) — [0,00)
s —  fB(r,s)

es decreciente y lims_, o, ¢(s) = 0.
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Nuevas definiciones

Algunas propiedades

@ La composicién de funciones de clase K (clase K)
a1(az(+)) = ag o an(+) es de clase K (clase K) -

@ Si af+) es de clase K definida en [0,a) y b = lim,_, a(r), existe un
Gnica funcién =t : [0, b) — [0, a) tal que
a Ya(r)=r, Vreloa)
alaXr)=r, Vrelo,b)
Ademds o 1(-) es de clase K.

e Si af-) es de clase K., entonces a~!(-) es de clase K.

@ Si 3(+,-) es de clase KL y a1(-), aa(-) son de clase K, entonces la
funcidn

v:[0,a) x [0,00) — [0, 00)
(r,s) — a1(B(a(r),s))
es de clase ICL.
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Version moderna del teorema de Liapunov

Version moderna del teorema de Liapunov (1)

x = f(x), f(0)=0

Teorema

Sea V : By — R una funcién de clase C! tal que, para ciertas funciones
de clase IC, a1(+), ax(+) definidas en [0, d),

ar([Ix[]) = V(x) < aa(llx]])
e Si

4
Wig<o il <d

el equilibrio x = 0 es estable.
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Version moderna del teorema de Liapunov

Version moderna del teorema de Liapunov (I1)

x = f(x), f(0)=0

Teorema

Sea V : By — R una funcién de clase C! tal que, para ciertas funciones
de clase IC, a1 (-), az(-) definidas en [0, d),

ar([Ix]]) < V(x) < aa(f|x|])

@ Si, para una funcién de clase K as(+), definida en [0, d),

ov
5 ) = —es(llxl) - Viix]| <d,

el equilibrio x = 0 es local asintéticamente estable.

@ Sid=00yai,ar son de clase K, el equilibrio x =0 es GAS.
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado (ISS)

Dado el sistema x = f(t, x, u). Supongamos que x = f(t, x,0) tiene un
equilibrio GAS en x = 0.

Pregunta

i Qué podemos decir sobre el comportamiento del sistema cuando u es
acotada?
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Estabilidad entrada-estado

En sistemas lineales

x = Ax + Bu

t
x(t) = e**x(0) +/ eAt=") Bu(r)dr
0

Como ||e#t]| < ke~ *t

t
Ix(8)ll - < ke_”IIX(O)IH/O ke XD B |lu(7)||dr

_ k| B
< ke @)+ L qup ju()
\ ~— . 0<r<t
clase Kz h ~~ g
clase K
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Estabilidad entrada-estado

En sistemas no lineales (no es tan sencillo)

x = —3x+ (1+2x*)u

@ Para u = 0 el equilibrio

x =0 es GAS.
@ Para x(0) =2,u=1 (por
ejemplo)
3—¢f
)= ———
X( ) 3 - 2et7
no es acotada (incluso t|ene % 005 01 o015 0;2 0% 03 03 04

tiempo de escape finito).
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado

Definicion
El sistema x = f(t, x, u) es estable entrada-estado si existe una funcién /3

de clase KL y una funcién v de clase K tales que, para cualquier
condicién inicial x(0) y cualquier entrada acotada u(t),

Ix()ll < B(IIx(0)}, £) +7< sup HU(T)H)

<7<

Para u =0, x = 0 es GAS.

Para cualquier entrada acotada el estado esta acotado.

()
(]
@ Si el tiempo es suficientemente alto la cota depende del sup ||u||.
e Si u(t) — 0, entonces x(t) — 0.

°

Existe una version local.
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Estabilidad entrada-estado

Garantia de tipo Liapunov para ISS

Teorema

Sea V :[0,00) x R™ — R un funcidn de clase C! tal que

ar(fIx[) < V(t,x) < aa([|x])

ov oV
-4 < >
=+ DDA x,0) < —Wa(x), Vil 2 p(llul) > 0

V(t, x, u), donde oy, ay son de clase Ko, p es de clase K y W3(x) es
continua y definida positiva.
Entonces el sistema x = f(t,x, u) es estable entrada-estado con

y=artoazop.
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado

Ejemplo 1

X=—x"+u

@ GAS para v =0.
o V=x2/2.

1/3
V = —x*+xu = —(1-0)x"—0x*+xu < —(1-0)x*,  V|x| > (%> .

1/3
x| > (%) = |xu| < 0)x|*

Donde 0 < 0 < 1.

@ Entonces el sistema es ISS.
o ai(r) =an(r) = r?/2 = v(r) = p(r) = (r/0)1/3.
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado

Ejemplo 2

X =—x—=2x>+ (1 + x*)u?

@ GAS para v =0.
o V= x2/2.

V=—x?—2x* + x(1+x*)u® < —x*,  V|x| > v
@ Entonces el sistema es ISS.

ai(r) = az(r) = r?/2 = (r) = p(r) = r*.
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado

Ejemplo 3 (1)

. 2
X1 = —X1+X

X» = —xo+u

@ Parau=0,con V=x2/2+ax3/4, a>0

: X2\’ 1
V:—X12—|—X1X22—3X§:—(X1—?2) — (a—Z)xg.

Con a > 1/4 se demuestra que x = 0 es GAS.
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado
Ejemplo 3 (1)

. 2
X1 = —X1+X

X = —xo+u

@ Con u#0ytomandoa=1

: 1 1 1
V = —E(Xl — x3)? — §(X12 +x3) +xou < —§(X12 +x3) + ||| u|
: 1 1
V< —S(1-0)(q +3) = 5004 +55) + [llul,  0<6<1.
El término —20(x¥ + x3) + |x2|*|u| serd menor igual que cero si
2
xa| > 2% 6 <|X2\ < 2% y x| > 4%)
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Estabilidad entrada-estado

Estabilidad entrada-estado

Ejemplo 3 (1)

lul |ul |uf?
|X2‘227O |X2‘§27y‘X1|24?

Esto se garantiza si

6 62

(r) = ma &4_r2
p(r) = max 0

: 1
V< —5(1—9)(X12+X§), VlIxlloo = p(lul)

. o (2]ul 4|ul?
HXHOO:max{’X1|,|X2|}Zmax{M |ul }

Definiendo

Se tiene

Se tiene que el sistema es ISS.
Sin embargo, el cdlculo de v es mas complicado por ser la dimensién del

sistema mayor que 1.
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Ejemplo de aplicacién

Ejemplo de aplicacion

@ Sea el sistema en cascada

x1 = f(x,x)
x = fhix)

Con i :R™" xR™ - R™M™yfh:R™? — R™

@ Los sistemas x; = fi(t,x1,0) y %0 = (¢, x2) tienen en el origen un
equilibrio GAS.

Pregunta
iBajo qué condiciones el origen del sistema completo serd GAS?
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Ejemplo de aplicacién

Ejemplo de aplicacion

x1 = f(t, xi,x) (1)
f(t, x2) (2)

X2

Teorema

Si el sistema (1) considerando x, como su entrada, es ISS y el origen de
(2) es GAS, entonces el origen del sistema completo es GAS.

Idea de la prueba

Ya hemos mencionado que en los sistemas ISS x — 0 cuando u — 0.
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