eqcalor.nb

Practica 7. La ecuacion del calor

La ecuacidn del calor u; = k uyx modela la distribucion de la temperatura u[x, t]en una barra delgada de longitud fija L.
En esta préctica, estudiaremos dicha ecuacion con condiciones de contorno homogéneas y no homogénas. En ambos
casos, la distribucion inicial de la temperatura vendra dada por una funcién f[x].

m La ecuacion del calor con condiciones homogéneas

El método de resolucion es separacién de variables, en el que la solucién u[x, t] se expresa como producto de dos
funciones, una de la variable x y otra de la variable t. La ecuacion se transforma entonces en un par de ecuaciones
diferenciales ordinarias que, en la mayoria de los casos, se resuelven sin dificultad.

m Ejemplo 1

En este ejemplo, analizaremos el caso de temperatura cero en los extremos de una varillaconk =1y L = 2.
Este problema de contorno viene dado por:

Ui = Uyy, O<x<2, t>0;

u@O,t)=u@,t)=0, t>0;

u(x, 0) = f(x), 0<x<?2.

Resolvemos el problema para la distribucion inicial de temperatura dada por la funcién
flx_]:=12 x - 26 x*2 + 20 x*"3 - 5 x4
La gréfica de esta funcion es la siguiente:

Plot[f[x],{x, 0,2}, PlotStyl e->RGBCol or[ 1, 0, 0] ] ;
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Sabemos que la solucion es una suma infinita (en el indice n) de términos de la forma:

u[x, t, n] = b[n] Sin["2%] Exp[~t (%% )],

donde los coeficientes b[n] estan dados por la siguiente formula integral. Observemos que la integral se calcula numéri-
camente, con el comando NIntegrate. EI comando Chop se usa para redondear a cero cantidades muy pequefas.

b[n_]:= Nintegrate[f[x] Sin[n Pi x/2],{x,0,2}]//Chop;

Por ejemplo, para obtener el primer coeficiente basta pedir:

b[ 1]
1. 73685

A continuacion, generamos una tabla con los seis primeros coeficientes b[n].

coefi=Tabl e[b[n],{n, 1, 6}]
{1.73685, 0, 0.890548, 0, 0.206635, 0}

Ahora presentamos estos coeficientes, junto con su indice, en forma de tabla.

Tabl e[ {n, coefi[[n]]},{n,1,6}]//Tabl eForm

1.73685
0

0. 890548
0

0. 206635
0

o Ok WN PP

El término n-ésimo del desarrollo en serie de la solucién viene dado por:
u[x_,t_,n_]:=coefi[[n]] Sin[n Pi x/2] Exp[-t (n Pi/2)"2]

Por tanto, la aproximacion dada por los seis primeros términos del desarrollo es
aprou[ x_,t_]=Sunfu[x,t,j],{j.,1, 6}]

- Pi x . 3 Pi x
1. 73685 Sin[ ---2----] 0. 890548 Sin[ —3 ]

(Pi2t)/4 (9 Pizt)/4
E E

. 5 Pi x
0.206635 Si n[-----2- ----- ]

2
25 P t)/4
25 Pi° t)
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Para dibujar esta solucién aproximada, construiremos una tabla de graficos. Estos graficos representan la solucion para
los valores del tiempo comprendidos entret =0 y t = 0.7, usando un incremento de 0.7/11. Esto produce exactamente
doce graficos de la solucién. Observemos que cuando t crece, la temperatura u[x, t] se aproxima a cero.

grafico=Tabl e[ Pl ot[aprou[ x, t], {x, 0, 2}, Pl ot Range- >{ 0, 2},
Di spl ayFunction->ldentity], {t,0,.7,.7/11}];

gratabl a=Partition[grafico, 3];

Show[ Gr aphi csArray[gratabl a]];

2 2 2
1.75 1.75 1.75
1.5 1.5 1.5
1.25 1.25 1.25
1 1 1
0.75 0.75 0.75
0.5 0.5 0.5
0. 25 0. 25 0. 25
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
2 2 2
1.75 1.75 1.75
1.5 1.5 1.5
1.25 1.25 1.25
1 1 1
0.75 0.75 0.75
0.5 0.5 0.5
0.25 0.25 0.25
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
2 2 2
1.75 1.75 1.75
1.5 1.5 1.5
1.25 1.25 1.25
1 1 1
0.75 0.75 0.75
0.5 0.5 0.5
0.25 0.25 0.25
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
2 2 2
1.75 1.75 1.75
1.5 1.5 1.5
1.25 1.25 1.25
1 1 1
0.75 0.75 0.75
0.5 0.5 0.5
0.25 0.25 0.25
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2

m Ejemplo 2

Analizamos el caso de extremos aislados, es decir, el problema de contorno dado por:

Ut = K Uy, O<x<lL, t>0;
uX(01 t):uX(Ll t):01 t>0|
u(x, 0) = f(x), 0<x<L.

Seank =1 y L = 2. Consideremos la misma distribucion inicial de temperatura que en el ejemplo anterior. Entonces

u[x, t, n] = a[n] Cos [%] Exp[—t (”—2’5)2]. Los coeficientes a[n] estan dados por la siguiente férmula integral.
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a[0]=(1/2)NIntegrate[f[x],{x,0,2}]//Chop

1. 33333

a[n_]:=Nintegrate[f[x] Cos[n Pi x/2],{x,0,2}]//Chop

coeficos=Tabl e[a[n], {n, 1, 6}]

{0, 0.0321273, 0, -0.453937, 0, -0.239772}

El término n-ésimo del desarrollo en serie de la solucién viene dado por

u[x_,t_,n_]:=coeficos[[n]] Cos[n Pi x/2] Exp[-t(n Pi/2)"2]

La aproximacion de la solucién mediante los seis primeros términos del desarrollo es

aprou[x_,t_J=a[0]+Sunfu[x,t,j],{j.,1,6}]

0. 0321273 Cos[Pi x] 0. 453937 Cos[2 Pi x]

1.33333 + - -
2 2
Pi ot 4 Pt
E E
0.239772 Cos[3 Pi X]
2
9 Pi t
E

grafico2=Tabl e[ Pl ot[aprou[x,t], {x, 0, 2}, Pl ot Range->{0, 2},
Di spl ayFunction->ldentity], {t,0,0.1,.1/8}];

grat abl a2=Partition[grafico2, 3];
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Show[ Gr aphi csArray[ grat abl a2]];

2 2 2
1.175 1.175 1175
1198 1128/ NN\ 1B TN
0 71 0 71 0 71
02 02 o'z
0. 25 0. 25 0.25
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
1, 7% 1, 7% 1, 7%
1.5 1.5 1.5
1. 25— ~—— ~ 1.25— — — — 1. 25—
0 71 0 7% 0 71
02 02 0'2
0. 25 0. 25 0.25
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2
2 2 2
1.75 1.75 1.75
1.5 1.5 1.5
1.25 1.25 1.25
1 1 1
0075 0075 0075
0222 0222 0022
0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2 0.5 1 1.5 2

m La ecuacion del calor con condiciones no homogéneas

Este problema de contorno viene dado por:

Ut = K Uy, O<x<lL, t>0;
u@©,t)=To, u(L,t)=Ty, t>0;
u(x, 0) = f(x), O0<x<lL;

siendo To y Ty las températuras de los extremos de la varilla.

El método de separacion de variables falla si alguna de las condiciones de contorno no es homogénea. En el caso de la
ecuacion del calor podemos hacer alguna modificacion para seguir aplicando este método. Observemos que cuando t
crece la temperatura se aproxima a un estado estacionario que solo depende de x, digamos s(x). Entonces tenemos que

u(x, t) = s(x) + v(x, t), donde s(x) = T—ll-—rg X+ To, Yy V(X, t) verifica el siguiente problema de contorno:

Vi = K Vyy, O<x<lL, t>0;
v(0, t) = v(L, t) =0, t>0;
v(ix,0) = f(x)—s(x), O0<x<L.

m Ejercicio

Analizar el problema de contorno propuesto, para los valores k =L =1, To =0, T; = 1/2 y la distribucién inicial de
temperatura dada por f[x] = x?. Entonces,

s[x_]:=x/2; f[x_]:=x"2;
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Plot[{f[x],s[x]},{x,0,1}, PlotStyle->{R&Color[1,0,0],RE&Color[0,0,1]}];
1
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A continuacidn, definimos los coeficientes a[n] usando NIntegrate y Chop, con
a[n_]:=2 Nintegrate[(f[x]-s[x]) Sin[n Pi x], {x,0,1}]// Chop;
Los seis primeros coeficientes son:

coe=Tabl e[ a[ n], {n, 1, 6}]

{0.0602976, -0.159155, 0.0965473, -0.0795775, 0.0615979,
- 0. 0530516}

Ahora definimos el término n-ésimo de la parte transitoria de la temperatura en v(x, t),
vix_,t_,n_]:=coe[[n]] Sin[n Pi x] Exp[- t(n Pi)"2]
La suma de los seis primeros términos se obtiene con

vapro[x_,t_]=sSunfv[x,t,j],{j,1,6}]

0.0602976 Sin[Pi x]  0.159155 Sin[2 Pi x]
2 2

Pi t 4 Pi ot
E E
0. 0965473 Sin[3 Pi x] 0. 0795775 Sin[4 Pi x]
2 2
9 P t 16 Pit
E E
0.0615979 Sin[5 Pi x] 0. 0530516 Sin[6 Pi x]
2 2
25 Pi t 36 Pi t
E E

La solucién aproximada de la ecuacién del calor con condiciones no homogéneas es la suma de la solucién
estacionaria y la solucion transitoria. Se define con uapro.
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uapro[ x_,t_]=s[x] +vapro[ x, t]

x _ 0.0602976 Sin[Pi_x] _ 0.159155 Sin[2 Pi x]

2 2 2
Pi t 4 Pi 0t
E E
0.0965473 Sin[3 Pi x] 0.0795775 Sin[4 Pi x]
2 2
9 P t 16 Pit
E E
0.0615979 Sin[5 Pi x] 0. 0530516 Sin[6 Pi x]
2 2
25 Pi t 36 Pi t
E E

Por Gltimo, dibujaremos la solucién aproximada para valores del tiempo comprendidos entret =0 y t = 0.1, usando
un incremento de 0—81— . Observemos que cuando t crece la solucién se aproxima a la funcién que describe el estado

estacionario de temperatura.

grafico3=Tabl e[ Pl ot [uapro[x,t], {x, 0, 1},
Pl ot Range->{0, 1},

.1,

Di spl ayFuncti on->ldentity], {t,O0,
grat abl a3=Partition[grafico3, 3];
Show[ G aphi csArray|[ grat abl a3]];

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0.20.40.60.8 1 0.20.40.60.8 1

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0.20.40.60.8 1 0.20.40.60.8 1

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0.20.40.60.8 1 0.20.40.60.8 1

La gréfica de la solucién aproximada uapro[x_, t_] se obtiene con

eooo eecoo

eecoo

N DO OB

Pl ot Styl e->RG@Col or [ 0, 0, 1],
.1/8}71;

N DO

0.20.40.60.8 1

N DO OB

0.20.40.60.8 1

0.20.40.60.8 1
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Boxed- >True, Vi ewPoi nt->{-1, 3, 1}];

Pl ot 3Df uapro[ x,t],{x,0,1},{t,0



