CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2002

Ejercicio 1. Obtener los extremos absolutos y relativos de la funcién
f (2, y) = 32%y* + 2% + 29°,

en el conjunto R = {(x,y) € R? : 22 + y*> < 4}.

Solucion. En primer lugar, determinamos los puntos del interior del
conjunto R que verifican V f (z,y) = (6zy* + 622, 622y + 63%) = (0,0),
resolviendo el sistema

{GZE (y*+x) =0,

6y (2% +y) = 0.
La primera ecuacién implica que = 0 o bien z = —y%. Si z = 0,
entonces la segunda ecuacién implica que y = 0. Si z = —y?, la segunda
ecuacion implica que y = 0 o bien y = —22. En el primer caso, obtenemos

x =0y en el segundo caso

r=-y=—1'<=uz(2®+1)=0.

Las soluciones son x = 0 y x = —1, con lo que los puntos solucién son
Pl = (an) yP2: (_17_1)

Calculamos la matriz hessiana
( far Sy 6y + 12z 12xy
H (x7 y) B (fyx fyy n 12fL‘y 61132 + 12y ’

En los puntos con gradiente nulo, dicha matriz es

H(0,0):(g 8), H(—l,—l):(1_26 1_26>.

El criterio del hessiano no decide en P; porque el determinante es
cero y P, es un punto de silla porque det H (—1, —1) < 0. Para analizar
el cardcter del punto P;, observando que f (0,0) = 0, elegimos ¢ > 0 y
las desigualdades

f(—=€,0) = —2e* < £(0,0) < 2% = f (¢,0)

implican que P; = (0,0) es un punto de silla.



La frontera de R se define con la restriccién g (z,y) = 22 +3*>—4 = 0.
Usando el criterio de los multiplicadores de Lagrange, determinamos los
puntos solucién del sistema V f (z,y) = AVyg (z,y) , resolviendo

6z (y* + x) = 2\z,
6y (22 +y) = 2\,
2 +y?—4=0.

Si z = 0, entonces y = £2. En el caso de que y = 0, obtenemos
x = £2. Si ambos son no nulos, entonces el sistema es

3(y2+1z) =),
3(2% +y) = A,
2+ 9y —4=0.
Igualando las dos primera ecuaciones, obtenemos y? + x = 2% + v,
ecuacién que es equivalente a 12 —y? = x—y. Por tanto (z +y) (z — y) =
x —1vy, luego x —y = 0 o bien z+y = 1. En el primer caso, x = y implica
222 =4, luego © = y = £1/2. Si y = 1 — x, entonces

1E£V7
P4(1-2)f=4<=2"-22-3=0= 1= 2\/_

Los puntos obtenidos son

P3:(O72)7 P4:<07_2)7
P5:(27O)a P6:<_270)a

(V2.v2), R=(-v2,-v2).
5 _<1+ﬁ 1—ﬁ) b _(1—ﬁ 1+ﬁ>
9 — 2 ) 5 10 — ; .

P

2 2 2

Los valores de la funcién en dichos puntos son

£(0,2) =16, f(0,—2) = —16, f(2,0) = 16, f(—2,0) = —16,

F(V2V2) = 12482, f(-v2-v2) = 12-8V2,
; (1 +2\/77 1—2\/7> iy (1—2\/77 1+2ﬁ) s

Entonces, el maximo absoluto se alcanza en (\/5, \/5) y el minimo
absoluto se alcanza en (0, —2) y (—2,0).




Ejercicio 2. Calcular el drea encerrada en el lazo de la lemniscata
(x2 + y2)2 — 9242 (x2 _ y2)
contenido en el semiplano x > 0,
1. Usando integrales dobles en coordenadas polares.

2. Aplicando el teorema de Green.

Soluciéon. 1. En coordenadas polares x = rcosf), y = rsenf, la
ecuacién de la lemniscata es 74 = 2a?r? (cos® 6 — sen? §) = 2a*r? cos 20 <
r? = 2a? cos 20, donde cos 26 > 0 implica que 20 € [—7/2,7/2], por lo
que 0 € [—m/4,7/4]. En el semiplano positivo, la ecuacién del lazo es
r=av2cos20, 0 € [—m/4,7/4] y el recinto que encierra dicho lazo es

D = {(7‘,0) : —% <6< %, 0§T§a\/200520}.

Calculamos el area

w/4 av/'2cos 20 /4 7“2 av/'2cos 20
area (D) = / rdrdf = / [—] de
0 0

—m/4 —m/4 2
2 /4 2
= % o 2c0s20df = % [sen 29]71/:/4

5 (e m(-5)) -
—2 H2 11 5 =a .

2. El teorema de Green implica que drea (D) = 3 ¢, x dy — ydz, donde
la curva C : [—m/4,7/4] — R? est4 parametrizada por

x(0) = rcost = av2cos26 cosb,
y (0) = rsenf = av/2cos20send.

Para obtener la integral de linea, calculamos

—2asen 20
7' (f) = ——=cos — a2 cos 20 sen 6
V2 cos 20 7

~ —2asen 20

"(0) = ——senf + a2 cos 26 cos .
y(6) V2 cos 20

Entonces

w/4 1 /4
area (D) = / (xy —yax') df = = / 2a* cos 20 df = a®.
—m/4 2 —7/4



Ejercicio 3. Sea € el solido comprendido en el interior de la esfera
?+yt 427 =1,

que es exterior al cono (z — 1) = 22 + 3. Sea Sy la parte de la fron-
tera de €) correspondiente a la esfera y Sy la parte de la frontera de 2
correspondiente al cono.

1. Obtener el area de la superficie S = S; U S,, frontera de (,
parametrizando S; y Ss.

2. Calcular el flujo de salida del campo F' (x,y,2) = (x — 2,y — 2, 2)
a través de la frontera S del sélido €2, directamente y utilizando el
teorema de Gauss.

Solucion. La interseccion de la esfera y el cono verifica
(=1 +22=1=22(z-1)=0= {zi
Entonces el sélido es
Q={(z,y,2) eR*: 0< 2z <1, (z—1)2§x2+y2§1—z2}.
1. La parametrizacion de S; con coordenadas esféricas es
S1(¢,0) = (senpcosf,senpsenf,cosp), 0<¢ < g, 0<6<2m.

El producto vectorial fundamental es

i j k
(S1)g X (S1)g = | cosgcos cos¢sent —sen¢
—sen ¢senf sen ¢ cosb 0

= (sen2 ¢ cos 6, sen® psen @, sen ¢ cos gb) .

Para calcular el area, obtenemos

H<Sl)¢ X (Sl)eH — y/sen? ¢ + sen? ¢ cos? ¢ = y/sen2 ¢ = sen ¢,

porque sen ¢ > 0 en el intervalo [0, 7 /2] . Entonces, el drea de S es
2 pmw/2
area (S1) = / / sen ¢ do df = 27 [— cos ¢]3/2 = 2.
o Jo

4



En el cono, las coordenadas cilindricas x = r cost, y = rsent, impli-
can que
(z-1P=r=z2-1=4r—z=1r

Dado que 0 < z < 1, eligiendo z = 1 — r tenemos que 0 < r < 1.
Entonces, la parametrizacién de Ss es

Sy (r,t) = (rcost,rsent,1—r), 0<r<1, 0<t<2m.
El producto vectorial fundamental es
i j k
(S2), x (S2), =| cost sent —1|=(rcost,rsent,r).
—rsent rcost 0
A continuacién, calculamos
1(S5), % (Sa), ]l = Vi 472 = rv/2.
Entonces, el area de S es

2l 271
area (Sz) = / / r2dr dt = 2m/2 {%1 = 7V2.
o Jo

0
En consecuencia, el drea (S) = 2w + ™2 =nm (2 + \/5) )
2. El flujo de salida del campo F'(z,y,2) = (z — 2,y — 2, 2) a través de

S es
//F‘ndS://F‘ndS%—//F'ndS.
S S1 Sa2

En el punto S (7/2,0) = (1,0,0) el producto vectorial fundamental
(S0, (81)q) (/2,0) = (1,0,0)
tiene la direccién exterior. El producto escalar F'[S; (¢, 0)]- <(Sl)¢> X (51)9) =

(sen ¢ cos @ — cos ¢, sen ¢ sen O — cos ¢, cos @) - (sen2 ¢ cos 6, sen? psen 0, sen ¢ cos gb)
= sen® ¢ (cos2 6 + sen? 9) — sen® ¢ cos ¢ (cos 6 + sen 6) + sen ¢ cos” ¢

= sen ¢ — sen® ¢ cos ¢ (cos f + sen6) .

El flujo exterior a través de Sy es

2 pmw/2
//F.ndS:/ / [senqb—sen2¢cosgz5(0080+sen6’)] d¢ db
A o Jo

o 3 w/2
=27 [~ cos gb]g/Q - / [ser; ﬂ (cosf +sen @) df
0 0

1
=21 — 3 [sen 6 — cos 0] = 2.



En el punto S3 (1,0) = (1,0,0) el producto vectorial fundamental

((SQ)T X (SQ)t) (17 O) - (]-7 07 1)
tiene la direccion interior al solido €. Calculamos el producto escalar

F Sy (r,t)] - ((S2), x (S2),) = (rcost —1+r,rsent —1+r,1—r)- (rcost,rsent,r)
=17 (cos®t +sen’t) +r (r — 1) (cost +sent) +r — 1’
=r(r—1)(cost +sent) +r.

El flujo exterior a través de Ss es

//F-ndS:—/Ol/o%[rnLr(r—1)(cost—|—sent)] dt dr

Sa

2 1
== —/ r(r—1)[sent — cost]o™ dr
2 0
= —T.

En consecuencia, el flujo exterior a través de S es .

El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida
de F' a través de S coincide con la integral triple de la divergencia de F,

es decir
//F-ndS:///div(F) dx dy dz.
S Q

Dado que div (F') = F, + F, + F, = 3, tenemos que

///div(F) da dy dz = 3vol () = 3/01A(z) dz,

donde A (z) es el area del anillo circular de radio menor z — 1 y radio
mayor /1 — 22. Por lo tanto

3/01A(z)dz:3/017r(1—z2—(z—1)2) dz

! 1 1
— — 2 — —_— =
—67r/0 (z z)dz 67?(2 3)

= T.



