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PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Analizar la concavidad y convexidad, obtener los puntos de inflexién
y eshozar la grafica de y = e~*". Encontrar las dimensiones del recténgulo de drea
maxima que tiene su base en el eje OX y dos vértices en la grifica de y = e,

Solucién. Para determinar los dominios de concavidad y convexidad, calculamos
y =2z, ' =-2 (e_“”‘;2 - 2x2e_x2) = 2¢" (22° —1).

Dado que 2¢7" > () para todo = € R, tenemos que

1 2
y">0<:>2:132—1>0<:>x2>5(:>|x|>§.

En consecuencia, la grifica es convexa en (—oo, —*/7§> U (?, oo) . De manera
andloga, obtenemos que ¥’ < 0 <= |z| < ?, por lo que la grafica es concava en

el intervalo (—@, @) Los puntos de inflexién son las soluciones de y” = 0, es
decir x = j:g.

El rectdngulo tiene dos vértices en el eje OX y dos vértices en la grafica
de la curva. Como dicha grifica es simétrica respecto al eje OY, tenemos que
las coordenadas de los vértices en el eje OX deben ser (—z,0) y (z,0), donde
{E2

x € (0,00). Los otros dos vértices son (—a:,e"’“"Z) y (x,e” Entonces, el

drea del rectangulo es A (z) = 2ze™*", donde z € (0, 00). Calculamos los puntos
criticos, resolviendo A’ (z) = 2™ (1 —222) = 0 <= = = :I:%. En el intervalo

(0,00) el tinico punto critico es © = ? y dado que A’ (z) > 0si0 < z < g

y A(z) <0siz > Y2 o] punto critico es un mdximo. En consecuencia, el

2
rectdangulo de drea maxima tiene base /2 y altura e~1/2.



Ejercicio 2. Se consideran las series de potencias

>SS e-y sz

n+1
5 (n+1)
1. Determinar su radio y dominio de convergencia segiin los valores de p.

2. Para el caso p = 1, obtener la suma de la serie en el interior del intervalo
de convergencia.

Solucién. El radio de convergencia de la serie de potencias es

. (n+2)
— lim "%
nioo (1 + 1)

R = lim n

n—oo

=1,

Ant1

para cualquier p > 0, por lo que las series son convergentes al menos en (1, 3).
Si p = 0, la serie en el punto x = 1 tiene término general a,, = 1, para todo

n > 0, luego es divergente. En z = 3, la serie )~/ (—1)" no cumple la condicién

necesaria de convergencia. Entonces, el dominio de convergencia es (1, 3).
Si0<p<1,enel punto z = 1, la serie

n

es una p-serie divergente. En el punto z = 3, la serie ) > @ 3),, converge debido

al criterio de Leibniz para series alternadas. Por ello, el dominio de convergencia
s (1, 3].
Sip > 1, en el punto x = 1, la serie es una p-serie convergente, por lo que
también converge en x = 3. En este caso, el dominio de convergencia es [1, 3].

Para calcular la suma de la serie para p = 1, definimos z = = — 2. Integrando
la suma de la serie geométrica

1 oo
— = (-D)"t", —l<t<l,
1+t —
obtenemos
: = n - - n = <_1)n 1
—dt = —1)"t" | dt = -D)"t"dt | = ntl
/1+t A(nz_%( ) ) nz_;(/o( ) > nz_%nJrlZ

En consecuencia, la suma de la serie es

Z (—1)"Zn _ In(1+ 2) . Z (—-1)" (x—2)" = In(z — 1)7

On—i-l z :On—i-l

para todo x € (1,3) con x # 2.
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Ejercicio 3. Calcular el volumen del sélido interior al cilindro 2% +1? = 2ax, que
estd comprendido entre el plano z = 0 y la parte superior del cono 22 + y? = 2%

Solucién. Usando coordenadas cilindricas

r=rcosf, y=rsent, z=z,

., . s T
la ecuacién del cilindro es 7% = 2ar cos <= r = 2acosd, donde ——= < 0 < —.

[N}

El interior del cilindro verifica 0 < r < 2acosf. La ecuacién de la parte superior
del cono es z = r, por lo que 0 < z < r. Entonces, el sélido

V:{(T>9>Z’)i—g§9§g, 0 <r<2acosb, nggr}.

Como el jacobiano del cambio de coordenadas es r, el volumen es

/2 2acos® pr
vol(V):/ / /szdrdﬁ
—7/2J0 0

w/2 2a cos 6
= / 2 dr d
— 0

w/2
/2 T3 2a cos 6
= — do
/—W/Q { 3 ]0
8a3 [™/?
= cos> 6 db
3 —7/2
8 3 /2
= % (1 — sen? 9) cos 0 do
—7/2
8a? sen3 §]™?
= — |senf —
3 —7/2




Ejercicio 4. Sea C' la curva interseccién del plano y 4+ v/2z = 0 con el elipsoide
x? + %yQ + 22 = 1, orientada positivamente cuando se la mira desde un punto
situado muy arriba en el eje OZ. Calcular

/ (—y +cose®) de+ydy + zdz
c

aplicando el teorema de Stokes sobre una superficie plana adecuada.

Solucién. Los puntos del plano y = —+/2z verifican y?> = 222, lo que implica
que la curva C' es
242 =1,
{y +122=0.

Entonces, consideramos la superficie plana
S = {(:v,y,Z) cat 4yt <, y+\/§z:0}

cuya frontera es la curva C. Parametrizamos S usando coordenadas cartesianas,
es decir,

)
S T, =\%Yy,——7], \T € D7
(z,y) ( y ﬂ) (z,y)
donde D = {(z,y) : 2* + y* < 1} . El producto vectorial fundamental es
k
1
0 |=(0,—&,1]).
4 ( V2 )
V2
Es un vector constante que tiene la direccién del vector normal al plano y la

orientacién que induce coincide con la que tiene la curva C'. A continuacién,
calculamos el rotacional del campo F (z,y,2) = (—y + cose”, y, 2),

i
Sy xSy=[1 0
0 1

i j k
rot ' =V X F = D, D, D, |=(0,0,1).
—y+cose® y =z

El teorema de Stokes asegura que

ng‘dr://rotF'ndS://(0,0,l)‘<O,%,1> dmdy://dxdyzﬂ.

D



