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Ejercicio 1. Deducir la férmula del drea de un segmento parabdlico
en funcién de su base y su altura. Se considera un cono circular recto
con radio de la base r y generatrices de longitud g. Al cortarlo por un
plano paralelo a una de dichas generatrices se obtiene como intersec-
cién un segmento parabdlico. Calcular el drea méxima de los segmentos
parabdlicos obtenidos por este procedimiento.

Solucién: Elegimos un sistema de coordenadas tal que la base del seg-
mento estd contenida en el eje = y el vértice de la pardbola es un punto
del eje y. Entonces, denotando y = ax?+ Bz +c, tenemos que la solucién
de v = 2ax + B =0es ©z = —B/2a = 0, lo que implica que B = 0.
Ademés, la coordenada y del vértice es y (0) = ¢ = h. Finalmente, los
puntos interseccién de la pardabola con el eje = verifican
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El drea del segmento parabdlico, en funcién de su base y su altura, es
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Si elegimos un sistema de coordenadas xyz tal que la base del cono
estd contenida en el plano xy y el origen coincide con el centro de
dicha base, los puntos interseccién de las pardbolas con dicho plano
son (x, V2 — x2) y (z,—vr?—2?), donde = € [—r,r]. Por lo tanto,
las bases de los sementos parabdlicos son b(x) = 2v/r2 — 22, donde
x € [—rr]

Si denotamos por « el dngulo formado por una recta generatriz y su
proyeccién sobre el plano zy, tenemos que cosa = r/g. La altura h (x)
y la generatriz opuesta forman un tridngulo isésceles con dos dngulos
iguales a o cuya base es r — x. Entonces

r—x
cosa = h(zx) :%:h(@:%, —r<z<r,
El drea de los segmentos parabdlicos es
2 4 gr—z) 2¢g
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donde —r < x < r. Para calcular el drea médxima, resolvemos la ecuaciéon

A )= 2 (v - 2 )
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lo que implica 222 — rz — r? = 0. Las soluciones de esta ecuacién son los
puntos criticos

rEVr248r2 r+3r r
xr = et —
4 4 —r/2.

Dado que en los extremos A (r) = A (—r) = 0y en el tinico punto critico
que es interior, tenemos

_293r |, 7“2_ 37“2_\/§
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este valor es el drea maxima de los segmentos parabdlicos.



Ejercicio 2. La curva y = 2%, 0 < 2 < 1, donde k£ > 0, divide el
cuadrado formado por los ejes coordenados y las rectas t =1, y = 1, en
dos regiones R; (la superior) y Ry (la inferior). Obtener por el método
de los discos, el volumen V; del sélido generado al girar la regiéon R; en
torno al eje y. Obtener por el método de las capas (o de los tubos), el
volumen V5 del sélido generado al girar la regién Rs en torno al eje y.
En el caso k = 2, obtener el drea de la superficie generada al girar la
curva dada en torno al eje y y la longitud de dicha curva.

k

Solucién: Las regiones definidas por la curva y = x* en el cuadrado

unidad son

Rlz{(x,y):()ga:gl, xkgygl},
Rgz{(:r,y):()gxgl, OSnyk}.

El volumen del sélido generado al girar R; alrededor del eje y, usando
el método de los discos, es
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El volumen del s6lido generado al girar Ry alrededor del eje y, usando
el método de las capas, es
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El drea de la superficie generada al girar y = 22, 0 < z < 1, alrededor
del eje y es
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La longitud de la curva y = 22 definida en [0,1] es

L:/01\/1+(y’)2dx:/Olmdx:2/01\/(1/2)2+x2dx.

En primer lugar, vamos a calcular una primitiva de la funcién v/a? + x2.
Usando la sustitucién x = asht, obtenemos dx = achtdt y ademds

Va2 4+ 2?2 = a2+a28h2t:a\/1+sh2t:a\/ch2t:acht.
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Entonces
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A continuacién, calculamos la integral definida
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Ejercicio 3. Se considera la funcién f (z) = In (1 + x) definida en el
intervalo (—1,00). Obtener la serie de Taylor en cero de f, su radio y
su dominio de convergencia. Estudiar el caracter de la integral

1
1
/ n(l—i—x)dx
o IPsenx

Estudiar el cardcter de la serie

1
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y obtener su suma en caso de que sea Convergente.

Solucién: La derivada de la funcién f (t) = In (1 + ¢) satisface

(=" =) (1"t

n=0

WK

£ = =

3
Il
=)

donde |t| < 1. Integrando la derivada entre 0 y z, obtenemos

r OO o 00 . z . 00 n$n+1
F@-10= [ S erra=Scr [ra=3 0t
por lo que

1n(1+x):z%x”:x_§+§_...
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es la serie de Taylor de f, debido a su unicidad. El radio de convergencia
de la serie es

1

R = lim

n—oo

1.

1
zlim%zlimn—‘_ =

n—oo n—oo n

Ap+1

n+1

La serie converge absolutamente en (—1,1). Estudiamos la convergencia
en los puntos terminales t = —1 y x = 1. En el primero, la serie

n=1 n=1 n=1

es divergente por el criterio integral. En el segundo punto, la serie
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es convergente por el criterio de Leibnitz. Entonces la serie es conver-
gente en el intervalo (—1, 1].
Para analizar la integral impropia, usamos el criterio de comparacién

por limites con la integral
"1
—dx

o ¢

que es convergente si a < 1 y divergente si o > 1. Calculamos

In(1+x)
lim —zZsenr _ i, x_a -1
G 1 20+ XP
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si p = a porque In (1 + x) y senz son infinitésimos equivalentes cuando
x — 07. En consecuencia, la integral es convergente si p < 1y divergente
sip>1.

Aplicando el criterio del cociente a la serie, obtenemos

1
n . 12n+t 1 | 1
limaﬂ:hmu:—hm n ==-<1,
n2m

por lo que la serie es convergente. Para sumarla, usando el apartado 1
obtenemos



