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Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 11 de Junio de 2003

Ejercicio 1. Calcular el volumen del elipsoide
2 2 2
x Yy z
St tg=1
Probar que el elipsoide de volumen méximo, sujeto a la condicién de que
a + b+ ¢ sea constante, es una esfera.

Solucién. Usando las coordenadas x = arsen¢cosfl, y = brsen¢senb,
z = crcos ¢, la ecuacién del elipsoide es 7 = 1 y el sélido que encierra esta
superficie es

E={(r¢0):0<r<1, 0<¢<m 0<6<2n}.
Fl jacobiano de este cambio de coordenadas es

asen ¢ cos 0 ar cos ¢ cos § —ar sen ¢ sen

—g($’y’;) = |bsen ¢ sen b br cos psen brsen ¢ cosf

(r,¢,0) € Ccos ¢ —crsen ¢ 0
B ar cos ¢ cos @ —ar sen ¢ sen 6 asen¢cost —arsen¢sent
= ccos¢ brcos¢psent brsen ¢ cos6 ’—i—crsenqﬁ bsen ¢sen® brsen¢cost

= aber? cos® ¢ sen ¢ + aber? sen® ¢ = aber? sen ¢.

Aplicando la férmula del cambio de variables, obtenemos

2r  pm 1 T‘S 1 4
vol (E) = / / / aber? sen ¢ dr d df = abe2n [—] [— cos @] = s mabe.
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La funcién objetivo f (a,b,c) = %ﬂ'GbC es no negativa y sélo se anula si
al menos uno de los semiejes a,b,c es nulo; en cuyo caso se obtendria el
valor minimo. Entonces, podemos suponer que a,b,c > 0. La restriccion es
g(a,b,c) =a+b+c—k =0. Usando el criterio de los multiplicadores de La-
grange, determinamos los puntos solucién del sistema V f = AV g, resolviendo

drbe = N,
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a+b+c=k.

Igualando las tres primera ecuaciones, obtenemos bc = ac = ab, que con
k
la cuarta implican ¢ = b = ¢ = —. Entonces hemos obtenido una esfera de

dio E LA (BN _ Axk?
radio 3,COIlVO—37T 3 == 31 .




Ejercicio 2. (Cuadratura de la luna) Consideremos la regién R del plano
que es exterior a la circunferencia con centro en (0,0) que pasa por el punto
(a,a) e interior a la circunferencia con centro en (0,a) y radio a. Usando el
teorema de Green, demostrar que el drea de dicha regién coincide con el drea
de un cuadrado de lado a.

Solucion.

La ecuacién de la circunferencia con centro en (0,a) y radio a es x? +
(y —a)® = 4% La ecuacién de la circunferencia con centro en (0,0) que
pasa por (a,a) es 2 + y? = 2a%. Los puntos de interseccién de ambas son
(—a,a) y (a,a) que tienen coordenadas polares (a\/i, 37?/4) y (a 2,7T/4)
respectivamente.

La curva cerrada C' que forma la frontera de R es unién de la curva C4
parametrizada por z (0) = acosf, y(0) = a + asend, donde 6 € [0, 7] y de
la curva Co parametrizada por z (8) = av/2cos@, y () = av/2sen6, donde
0 € [r/4,3m/4].

El teorema de Green implica que

1
area (R) = 5% xdy —ydz,
C

donde la orientacién de C' es positiva. Las orientaciones de C; y Cs con
las parametrizaciones dadas son antihorarias, por lo que para que C tenga
orientacién positiva, debemos usar la orientacién horaria en Cs, cambiando el
signo de la integral de linea. Entonces,
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Ejercicio 3. Sea S la porcién del paraboloide z = z? 4+ y? que se encuentra
en el semiespacio 2y+z < 3. Calcular el flujo de salida del campo F' (z,y, z) =
(y + z,2 + z, z) directamente y mediante el teorema de Gauss.

Indicacidon: Utilizar las coordenadas x = rcosf, y = —1+rsenf, z = z, para
parametrizar S.

Solucién.

La ecuacién del paraboloide con las coordenadas dadas es
z=r2cos? 0+ (rsenf — 1)* = r2 — 2rsenf + 1,

donde 0 < 0 <27y z < 3 — 2y implica 2 —2rsenf+1 < 5—2rsenf, lo que
equivale a que r? < 4. En consecuencia, la parametrizacién de S es

S(r,0) = (rcos@,rsen@— 1,r? —2rsen0+1), 0<r<2, 0<60<2nm.

El producto vectorial fundamental es

i j k
Sy X Sp=| cosb senf 2r —2senf | = (—27“2 cos 6, 2r — 2r? sen 6, r) .
—rsenf rcosf —2rcosf

En el punto S (1,0) = (1,—1,2) el producto vectorial fundamental
(Sy % S5) (1,0) = (~2.2,1)

tiene la direccién interior. El flujo de salida del campo F' (z,y,2) = (y + z, 2 + 2, 2)
a través de S es

//F-ndS—/()?/OQﬂ—F[S(r,H)] (S, x Sp) dOdr.
S

El producto escalar —F' [S (r,0)] - (S, x Sp) =

(r2 —rsen@,r? —2rsen6 +rcosf + 1,72 — 2rsen + 1) (2r2 cos 0, —2r + 22 sen 0, )
= 27“4 (COSQ + sen 9) — 4743 Sen2 0 + 87”2 Sene _ 27'2 C080 . 37"3 _ 37”'



El flujo exterior a través de S, usando que sen? = (1 — cos26)/2, es

2 r2m
/ / [2r* (cos 6 + sen §) — 4r® sen® 0 + 8r® sen @ — 2r° cos 0 — 3r® — 3r| dfdr
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2 2 107%
= / [—47Tr3 — 67 (r3 + r)] dr = / [—10777“3 — 67rr] dr = —m [T + 37“2]
0 0 0

= —7 (40 + 12) = —527.

Para usar el teorema de Gauss, consideramos la superficie T tal que SUT
es una superficie cerrada. Como T estd contenida en el plano z = 3 — 2y, su
parametrizacion es

T (r,0) = (rcosf,rsenf — 1,5 —2rsenf), 0<r<2 0<6<27.
El producto vectorial fundamental es
i j K
T, xTp=| cosf senf —2senf |=(0,2rr).

—rsenf rcosf —2rcosf

Dado que T} x Ty tiene la direccién exterior al sélido 2 encerrado por
S UT, el flujo exterior a través de T es
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= 307 [—} = 607.
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El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida de F a
través de SUT coincide con la integral triple de la divergencia de F', es decir

//F-ndS:/Q//div(F) dz dy dz.

sSuT
Dado que div (F') = F, + F, + F, =1, y el sélido

Q:{(T,G,z):0§r§2, 0 <6 <2, T2—2rsen9+1§z§5—2rsen0},

dr



tenemos que
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—/ / (4—7’2)rd7’d9:27r [27"2——] = 8.
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Entonces, el flujo de salida del campo F' a través de S es

//F-ndS://F‘ndS—//F~ndS:87r—6O7r:—527T.
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