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Ejercicio 1. Un depdsito subterrdneo de gasolina tiene forma de cilindro
eliptico, con semieje horizontal a, semieje vertical b y anchura L. Para medir
su contenido se sumerge una vara hasta la parte inferior del depdsito y se
mide la altura h del nivel de gasolina. Calcular el volumen de la gasolina que
contiene el depdsito en funcién de h.

Solucién. Consideramos la elipse de semiejes a v b que es una seccién del
depésito. En primer lugar, calculamos el drea de la porcién de la elipse que
estd comprendida entre el vértice (0, —b) y la recta y = —b + h. Dado que la

ecuacién de la elipse es
2 . y? ,
a? = b2 ’

tenemos que las coordenadas de dos puntos simétricos respecto al eje y son

y? [,y
(a 1_§7y>7 <_a 1_§7y>7

donde —b < y < b. Entonces, el drea de la porcién de elipse es

—b+h 2 —b+h
Y 2a
A(h)zZa/b 1_b_2dy:?\/\b \/b2—y2dy

Para calcular la integral, usaremos el cambio de variable y = bsent, que
verifica
y=—-b=sent=—-1=t=—-7r/2,
h h
y:—b+h:>sent:3—1:>t:arcsen 3—1 ,

dy=bcostdt, \/b*> —y?> =bVcos?t = b|cost| = bcost.



En consecuencia,

arcsen(%fl) 9
A(h):ab/ 2 cos tdt:ab/

—7/2 —7/2
sen 2t:| arcsen(%fl)

2 —7/2
h T sen 2t arcsen( % 71)
ab arcsen(——1>+—+{ } .
b 2 2 /2
Dado que sen2t = 2sent cost, el valor de cost en t = arcsen (% — 1) viene

dado por cost = v/1—sen?t = /1 — (% — 1)2, y ademds sen (—7) = 0,

obtenemos
sen 2t arcsen(%fl) h h 2
=|--1 1—-(=--1].
2 /2 b b

El volumen de la gasolina que contiene el depésito es

h ™ (h oo\
V (h) = abL arcsen(z—1>+§+<g—1> 1_<3_1>

arcsen( % - 1)

(14 cos2t) dt

ab [t—i—




Ejercicio 2. Dada la serie de potencias

o0
E n3z™
n=1

calcular su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su suma en
dicho dominio.

Solucién. El radio de convergencia de la serie de potencias es

3 n3

R Lot _
o nsoo (n4 1)  neoond + 302 1 3n+ 1

n—oo

Ap4-1

En el extremo z = 1, la serie Y 2, n? es divergente porque la sucesién

3 3 n
(n )nzl no converge a cero. Por la misma razoén, la serie > 2, n’(—1)

también es divergente. Entonces, el intervalo de convergencia es (—1,1).

Para calcular la suma de la serie en los puntos tales que |z| < 1, sabemos que

o
g " =
n=0

para |z| < 1. Derivando, obtenemos

> d [ d 1 1
n—1_ n _ —
nz::lm: dx (Em ) dx <1—:L‘> (1—x)*

n=0

lo que implica Y 02 | na™ =z / (1 —z)? . Derivando ambos términos,

Zn2n1 _< x >_(1—x)2+2m(1—x)_ 1+
(1—=) (1—a) (1—2)”
para |x] < 1. Multiplicando por x, obtenemos
ZTL . ZL’ +x
x)3.

Derivando una vez mas,

- 3 gn1 i(m —i—a:):(2x+1)(1—x)3+3(a:2+x)(1—96)2
1 dr \ (1

= — )’ (1—2)°
e+ -2)+3(2®+2) 20+1-22%—2+322+3
N (1—a)! - (1—a)!
_x2+4a:+1
RCEA

Entonces, la suma de la serie en el dominio |z| < 1 es

Zn B :U +4m+1)

(z —1)*
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Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de f (x,y) = 422 + y? — 4z — 3y,
sobre el conjunto M = {(z,y) € R? : y >0, 4a? +y? <4}.

Solucién. En primer lugar, buscamos puntos en el interior de M, tales que
Vi(z,y) =Bz —4,2y—3) = (0,0) = (z,y) = (1/2,3/2).

Las coordenadas del punto P, = (1/2,3/2) verifican 4 (1/4) +9/4 =13/4 < 4
y 3/2 > 0, por lo que P; pertenece al interior de M. La frontera de M es la
unién de la semielipse 422 +y? =4, y > 0y el segmento y =0, —1 <z < 1.
Usando multiplicadores de Lagrange V f = AVg, con la restriccién g (z,y) =
422 4+ y? — 4 = 0, obtenemos

8x —4 = A8z, 2z (1 —X) =1,
2y — 3 = A2y, 2y(1—X)=3.

Entonces, 6z (1 —A) =3 =2y (1 —\). Si A = 1 obtenemos 8z — 4 = 8z, por
lo que necesariamente A # 1 y podemos dividir por (1 — ). Asi, tenemos que
6z = 2y < 3z =y, por lo que 422 + 922 — 4 = 0, que implica 1322 = 4. Las
soluciones son x = +2 / V13 y sabemos que y = 3z, luego el tnico punto que
verifica la restriccién con y > 0 es

P — <i L)
TV Vi3
En el segmento y = 0, —1 < z < 1, tenemos que Vf = AVh, con h (z,y) =y,
implica

8 —4=0, r=1/2,
2y —3=X\ = { A= -3,
y=0, y=0.

Por tanto, el tercer punto es P3 = (1/2,0). La interseccién de la semielipse
con el segmento proporciona los puntos Py = (—1,0) y P5 = (1,0) . Los valores
de la funcién en dichos puntos son

13 13 4 9 13 13 13
f<P1>f(§v§>1—5—51—77—3-257
2 6 8 18 26
P)=fl—=,—= ]| =4-—=—-—==4—- =~ —3.2111,
fB) f<v13 \/13> 13 13 V13

1
P =1 (5:0) =1 £(P)=F(-L0) =8 F(r)=F(10) =0,

En consecuencia, el maximo absoluto se alcanza en Pj, mientras que el
minimo absoluto se alcanza en P;.



Ejercicio 4. Sea S el octante positivo de la superficie esférica unidad.

1. Calcular la integral de superficie

/ / s,
24 y? 4 (2 — 1)

2. Calcular directamente y usando el teorema de Stokes la integral de linea
§CF -dr, donde C' es la curva frontera de S orientada por la normal
exterior y

1
F o) = o (@),

Solucién 1. Parametrizamos S usando coordenadas esféricas, es decir,
S(®,0) = (sen @ cos,sen Psend,cos®), (P,0) € [0,7/2] x [0,7/2].

El producto vectorial fundamental es

i j k
Se X Sg=| cos®Pcosf cosPsenfl —send
—sen®senf sen P cosb 0

= (sen2 ® cos 0, sen? @ sen 6, sen  cos fb) .
En primer lugar, obtenemos la norma del producto
ISe x Sy = (sen4 ® + sen? @ cos? P) /2 - (sem2 P) V2 _ |sen ®| = sen P,

porque ® € [0,7/2]. A continuacién, calculamos el valor del integrando en S,

1 1
\/sen2fbcos29+sen2<1>sen29+ (cos ® — 1)2 Vsen? @ + cos? @ + 1 —2cos P
_ 1
V2 - 2cos®

Finalmente, calculamos la integral de superficie

1 /2 sen ®
dS—/ ——dd dh
é/ \/$2+y2+(z—1)2 0 0 V2 —2cos®

1 /2 1/2 /2
E/O [2(1—(108(1)) } do

0
9 /7r/2
V2o



Solucién 2. Para calcular directamente fc F' - dr, observemos que la curva

frontera de S orientada por la normal exterior verifica C' = C; U Cy U Cj,

donde C} estd contenida en el semiplano 6§ = 7/2, la curva C en el semiplano

0 =0y Cs en el plano ® = 7/2, todas ellas con orientacién antihoraria.
Parametrizamos —C7 mediante

r1 (@) :S(%,@) = (0,sen®,cos @), 0<® < g

Dado que F (r1(®)) = (0,sen®,cos®) y r} () = (0,cos P, —senP),
obtenemos

/2
/ F-dr:/ (sen® cos @ — cos Psen ®) dP = 0.
Ch 0

Una parametrizaciéon de Csy viene dada por
ro (@) = S5(0,®) = (sen®,0,cos ), 0 <P < g

Entonces F (12 (®)) = (sen ®,0,cos ®) y 4 (®) = (cos ,0, — sen ) implican
f02 F -dr = 0. La curva C3 se parametriza con

r3 (0) :S<9, E) = (cosf,senf,0), 0<6< g

2

Anélogamente, F (13 (6)) = (cosf,sen6,0) y r5 () = (—sen6, cos 0, 0) impli-
can f03 F - dr = 0. En consecuencia, la integral de linea fc F-dr=0.
El teorema de Stokes asegura que

]{F-dr—//rotF-ndS.
C
S

Para aplicarlo, calculamos el rotacional del campo vectorial F (z,y, 2),

i j k
rot F=V x F' = Dx Dy Dz
(I2+yzﬁ_zz)3/2 (xz_,_yz?j_zz)?»/? (x2+y2122)3/2
_ —3zy + 3yz 3rz — 32z —3yzx + 3zy
(@2 + 2+ 22)%% (22 + 42 + 22)%% (22 + 32 + 22)7/°
=(0,0,0).
Entonces,
j{ F-dr://(0,0,0)-ndS:O.
C
S



