CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Fxamen Parcial. 1 de Junio de 200

Ejercicio 1. Hallar los extremos absolutos de f (z,y) = ($2 + y2) e® en el
conjunto
D= {(z,y) eR*: 2% +y* < 1}.

Solucién: Para obtener los puntos criticos del interior de D, resolvemos el
sistema

fo (2,y) = 22e™ + (2%y + %) €™ = (22 + 2%y + %) €7 = 0,
fy (x,y) =2ye™ + (2° + 2?) €™ = (2y + 2° + 2?) ™ = 0.
Dado que e > 0, el sistema es equivalente a
2z + 2y +y* =0,
2y + 2 + xy* =0.
Si a la primera ecuacion le restamos la segunda, obtenemos
(z —y) (2_952—92) =0=2=uy obien 22 +y?=2.

Los puntos solucién de la ecuacién 22 + y? = 2 pertenecen al exterior de D,
por lo que necesariamente z = y. Entonces

0=2z+2°+2° =2z (1+27),

es una ecuacién que tiene x = 0 como Unica solucién real. En consecuencia,
el tunico punto interior de D candidato a extremo es P; = (0,0).

La frontera de D se define con la restriccién g (z,y) = 22+y?—1 = 0. Usando el
criterio de los multiplicadores de Lagrange, determinamos los puntos solucién
del sistema Vf (z,y) = AVg (z,y), resolviendo
(22 + 2%y + ¢°) €™ = 2\,
(2y + 2° + zy?) €™V =22y,
z? + y2 =1.
Usando la tercera ecuacién, obtenemos las igualdades
2x+x2y+y3:2x+y(x2+y2) = 2x + v,
2y + 2 + zy? =2y + 2 (2* + y°) = 2y + =,
que implican que las dos primeras ecuaciones del sistema son
(2z +y) ™ =2\,
(2y + x) ™ =2\y.



Si a la primera ecuacién le restamos la segunda, obtenemos
(x—y)e™ =2\ (z —y) =z =y o bien ™ =2\

En el caso de que = = y, la tercera ecuacién implica que 222 = 1, por lo que

1 1 1 1
P = = = } P = T =T T =
son dos puntos de la frontera de D candidatos a extremos. Si e = 2X

entonces 2x 4+ y = x implica y = —x, que con la tercera ecuacién proporciona
los puntos

1 1 1 1
P = —, T —F—= 5 P — —_7 —— .
Los valores de la funcién en dichos puntos son
F(P)=0, f(P)=f(Py)=e" f(P)=[(P5)=e2

Entonces, el médximo absoluto se alcanza en P, y P3, mientras que el minimo
absoluto se alcanza en P;.



Ejercicio 2. Sea C la cardioide de ecuacién r = a (1 + cosf) orientada
positivamente.

(a) Calcular la integral de linea

jl{ [(ar:2 T aac)2 —a? (2% +y* - 1)] ds,
C
usando el resultado para obtener la longitud de C.

(b) Calcular la integral de linea

]{ ydx — x dy,
C

y utilizarla para deducir el drea de la regién encerrada por C.

Solucién: La cardioide C' se parametriza mediante

x=rcosf =acosf (1+cosb),

y=rsenf = asenf (1 + cosh),
donde 0 < 0 < 27. En primer lugar, calculamos

dx=—a[senf (1 + cos @) + sen cos 0] db,
dy=a [cos0 (1 + cos @) — sen® 0] db.

(a) Para calcular la integral de linea del campo escalar dado, evaluamos

224+ 9% —ax = a® (1 4 cos0)* — a% cos O (1 + cosB) = a® (1 + cosh) ,
igualdad que implica
(:U2 +92 — ax)z—a2 (x2 + 9% — 1) = a* (1 + cos 0)*—a? {a? (1+ cos0)* — 1} =a’
Ademsds, tenemos que

ds = \/(dz)* + (dy)* = \/&2 (1 + cos ) 4+ sen2 0 df = av/2 + 2 cos 0 db.

Entonces

2
}1{ |:($2 + 94?2 — aﬂs)z —a? (:n2 + 9% — 1)} ds = a®V/2 + 2cos db.
C

0

Para calcular una primitiva, usamos

0 0 9 i0<0<
1+C089:2COSQ§:> 2+ 2cosf =2 (:os—‘—{QCOS2 si0<f<m,

—QCOS% sim<6<2m.




En consecuencia,

27 T 2
/ a2 + 2 cos 0 df = 2a° (/ cosng—/ cos%d&)
0 T

0
s 27
=243 ( [2 sen q — [2 sen q > = 8a’.
2 0 2 T

La longitud de la cardioide dada es

2m
l(C):f ds = av2+2cosfdf = 8a.
C

0

(b) La integral de linea del campo vectorial dado es
2T
j{ ydr —xdy= / [—aQ sen? 6 (1 + cos 0)? — a® cos® 0 (1 + cos 9)2} do
C 0

2 2
= —a2/ (1+cosf)? do = —a2/ (1+2cosf + cos® ) df
0 0

27 1 9
:—ag/ <1+2C089++%80> df
0

sen 20} I

0

= —3ma’.

30
= —a? [7 + 2sen6 +

El drea de la regién encerrada por la cardioide es

1 3ma?
azifczz:dy—yd:ﬂ: 7r2a




Ejercicio 3. Consideremos el sélido
V:{(x,y,z)ER3:z20, 0<z<uy, x2+y2§4},
y sea S la superficie cerrada que limita a V.
(a) Calcular el drea de la parte cilindrica S; de la superficie S.
(b) Calcular directamente el flujo de salida del campo vectorial
F(z,y,2) = (2,9, 2)
a través de la superficie cerrada S.

(c) Calcular el flujo citado aplicando el teorema de la divergencia.

Solucién: (a) La parte cilindrica de la superficie S se define mediante
51:{(x,y,z) eR3:2>0, 0<z<y, a:2+y2:4}.
Usando coordenadas cilindricas x = rcosf, y =rsenf, z = z, obtenemos
S1(0,2) = (2cos0,2senf,z), 0<6< g, 0<z<2senb.

El producto vectorial fundamental es

i ik
(S1)g x (S1), =| —2senf 2cosf 0 | = (2cosf,2send,0),
0 0 1

y tiene la norma ||(S1), x (S1),|| = V4 = 2. Entonces, el drea

7/2 r2senf w/2 9
a(Sl)—//dS—/ / 2dzd9—/ 4sen9d9:[—4cos6]g/ =4.
0 0 0
S1

(b) Calculamos el flujo de salida del campo a través de las cuatro partes de
S, que son la parte cilindrica S7, la tapa superior Ss, el tridngulo lateral S3,
y la base Sj.

En el punto S1 (0,0) = (2,0,0), el producto (S1), x (S1), (0,0) = (2,0,0),
por lo que tiene la direccién exterior. El flujo de salida a través de Sy es

7/2 r2senf

//F-NdS:/ / (2cosf,2senb,z) - (2cosh,2senb,0) dz do
0 0

S1

7/2 r2senf w/2 9
:/ / 4dzdf = / 8senf df = [—8C089]3/ =38.
0 0 0

5



La tapa superior Sy verifica 22 + 9% < 4, z =y > 0, y z > 0. Una
parametrizacion es Sz (z,y) = (z,y,y) donde (z,y) € D, siendo

D:{(:v,y)ERQ::L‘ZO, y >0, x2+y2§4}.

Calculamos el vector

(52), x (S2), =

O =
= O e

k
0|=(0,-1,1),
1

que tiene la direccién exterior al plano. El flujo de salida a través de Sy es

//F-NdS—//(m,y,y)-(O,—l,l) dxdy = 0.
Sa D

El tridngulo lateral S3 estd contenido en el plano z = 0 y verifica las
desigualdades 0 < y < 2, 0 < z < y. Parametrizamos S5 (y,2) = (0,v, 2),
luego

k
(S3), % (S3), = 0|=(1,0,0),
1

OO -~
O = e

que tiene la direccién interior al plano (cambiamos el signo). Entonces

2 ry

//F-NdS:—/ / (0,9,2)-(1,0,0) dzdy = 0.
o Jo

S3

La base Sy estd contenido en z = 0, verificando z? + y2 <4,y >0,

y « > 0. Una parametrizacién es Sy (z,y) = (z,v,0) donde (z,y) € D. El
producto vectorial fundamental es

(54)37 X (54)y = = (0707 1)7

O
= O e
o o ®

que tiene la direccién interior al plano (cambiamos el signo). Entonces

/q[F.NdS:—/JJ/(x,y,()).(o’o’l) da dy = 0.

En consecuencia, el flujo de salida del campo F' a través de S es

//F‘NdS:&
S



(c) El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida del
campo F' a través de S coincide con la integral triple de la divergencia de F,

es decir
//F-NdS—///didea:dydz.
1%

S

Calculamos div ' = 3, y usando coordenadas cilindricas
V:{(r,9,2)6R3:0§r§2 OSQSg, nggrsenﬁ}.

Como el jacobiano del cambio de variables es r, la integral triple pedida
verifica

w/2 2 prsenf T/2 2
///didea:dydz:3/ / / rdzdrd9:3/ / r? sen 0 dr d6
0 0 0 0 0

v
/2 r37° /2
:3/ sen 0 [—] d@z/ 8sen d db
0 310 0

=[—8cos 9]3/2 =38.



