CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen, 7 de Septiembre de 200/
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Calcular las coordenadas de los puntos P y @ de la pardbola
y =1 — 22, tales que el triangulo formado por el eje = y las rectas tangentes
a la pardbola en Py @) sea equildtero.

Solucién. La pendiente de la recta tangente a la pardbola y = 1 — 22 en el
punto (z,y) es y' = —2z, por lo que la ecuacién de dicha recta tangente es
Y —y = —22(X — x). El punto interseccién de esta recta con el eje y tiene
las siguientes coordenadas

X=0, Y=y+22=1-224+222=1+2>%
Las coordenadas del punto interseccién de la recta tangente con el eje x son

202 +1—2% 1422
y 227+ x—+x,x7é0.

P=0 d=atg = 2 T2
Observemos que en el caso x = 0, la recta tangente es Y = 1, que no forma
tridngulo. Dado que los tres dngulos de un tridngulo equildtero son iguales a
/3, tenemos que

1 2
tanz:+—x2:2m siz>0<=3=2z s x>0,
3 14z
2z
1 2
tanz:+—aj2:—2x si x<0<:>\/§:—23: si x <O.
3 14+
2z

Entonces las abcisas de los puntos P y () son -3 /2y V3 /2. El valor de la
ordenada es )
+v/3 3 1
y = 1 — —_— = 1 —_—— = -,
2 4 4
2,

Las coordenadas de los puntos son P = (—v/3/2,1/4) y Q = (—V/3/2,1/4) .



Ejercicio 2. Calcular el valor de la integral impropia

1
I, :/ (Inz)" dx,
0

donde n es un entero positivo.

Solucién. Usaremos la férmula de integracién por partes con v = (Inz)" y
dv = dz, obteniendo du = n (Inz)" 'z~ ' dz y v = x. Entonces

1 1
I, :/ (Inz)" dz=1lim [ (Inz)" dz
0

a—0 f,
1
= lir% [z (Inz)"]} —n liII[l) (Inz)" ! dx

=— lin% [a(Ina)"] —nly—1.

Calculamos el limite usando la regla de L’Hopital,

) n o (ma)” n(na)” tat . n(na)" !
apletnai=p === 1 =M~ 1
a a? a
_y n(n—1)(Ina)" et
7a—>0 2 1
(=1)"—
1 n—2
(=120 (n— 1) lim 1Y
a—0 1
a
Reiterando la aplicacién de esta regla,
1
. (Ina)" n— . Ina — .4
Jy = = (D"t T = ()" iy
a a a?
=(—1)"nllima=0
En consecuencia
In=-nlh_1=(-1)*n(n—1)I_g=--=(=1)""nll.

Finalmente, usando de nuevo integracién por partes con v =Inz y dv = dz,

a—0

1 1
11:/ Inzdz = lim [xlnx]}l—/ de = —1,
0 0

lo que implica que I,, = (—1)" n! para cualquier entero positivo n.
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Ejercicio 3. Hallar el maximo y el minimo absolutos de la funcién

2
dt
14477

f(wvy)zln(1+w2+y2)—/o$

en el conjunto D = {(x,y) eERZ: 2?2 +9% < 4} .

Solucién. En primer lugar, obtenemos los puntos criticos del interior de D,
resolviendo el sistema

£ (2,1) 2x 2x 225 — 223 — 2a7? 0

€T = —_ = =

OYETER T T4l 1Pt b oty
2y

La segunda ecuacién implica y = 0, luego la primera implica 2® — 23 =0y
obtenemos
x3(x2—1) =0= 2 =0 o bien z = =+1.

Entonces, los puntos interiores de D candidatos a extremos son
P, =(0,0), P,=(1,0), P3=(-1,0).

La frontera de D se define con g (z,y) = 2% +3? —4 = 0. Aplicando el criterio
de los multiplicadores de Lagrange, calculamos los puntos solucién del sistema
Vf(x,y) = AVg(z,y), resolviendo

2 2z
— =2\
1+22+92 1+ v
2y
=2\
1+ 22 + 92 Y
22 +yt=4

Si z = 0, la tercera ecuacién implica que y?> = 4, por lo que P = (0,2) y
Ps = (0, —2) son dos puntos de la frontera de D candidatos a extremos. En
el caso x # 0, hay dos posibilidades. La primera es que y = 0, luego 2% = 4,
obteniendo Ps = (2,0) y P; = (—2,0). La segunda es que y # 0, por lo que

1 R S

L+a24+y2 1424 77
1 j—
T+a22+9y2

3



Ambas ecuaciones implican — ] = 0, que es una contradiccién, luego no

+ 74
existen soluciones con ambas coordenadas no nulas.

Los valores de la funcién en los puntos obtenidos son

f(Pl):ln(l) :07

1 2t 2 1 e
f(P)=In(2) - /0 g dt =1n (2) — [arctant’]; = In (2) — 7~ —0-09225,
19t 0 2
f(Pg)—ln(2)—/0 1+t4dt—ln(2)+/_11+t4dt

1
f(Py)=f(P5) =In(5) = 1.6094,
f(Ps)=f(Pr) =In(5) — arctan4 = 0.28362.

—1In(2) + [arctan 2]’ = 1n(2) — Z — —0.09225,

Entonces, el minimo absoluto se alcanza en P, y Ps3, y el méximo absoluto en
P4 y P5.



Ejercicio 4. Sea V el sélido definido por
V:{(x,y,z)eRgzxzo, y>0, 2>0, y+2 <4, x§6},

y sea S la superficie cerrada que limita a V. Calcular, directamente y mediante
el teorema de Gauss, el flujo de salida a través de S del campo vectorial

F(x,y,z) = (ve?,ye*, e*).

Solucién. Calculamos el flujo de salida del campo a través de las cinco partes
de S, que son los tridngulos S7 (contenido en el plano x = 0) y Sz (contenido
en el plano z = 6), los rectdngulos S3 (contenido en el plano y = 0) y Sy
(contenido en el plano z = 0), y la tapa superior S5 (contenida en el plano
y+z=4).

Parametrizamos S; mediante S (y,z) = (0,y,2), donde y > 0, z > 0,
y + z < 4. La normal exterior es (—1,0,0) y el flujo de salida a través de Sy

es
4 prd—y
//F‘NdS—/ / (0,ye*,€e*) - (—1,0,0) dzdy = 0.
0o Jo
S1

Una parametrizacién del tridngulo Sz es S2 (y, z) = (6, vy, z) donde y > 0,
z >0, y+ z < 4. El flujo de salida a través de S5 es

4 prd—y
//F-NdS—/ / (6€*,ye*,e*) - (1,0,0) dz dy
s oJo
4—y
/ / 6e” dzdy—6/ (64*?/—1) dy

—yly=6(—1—4+¢*) =6e* - 30.

El rectangulo Ss se parametriza con S3 (z, z) = (x,0, z), donde 0 < z < 6,
0 < z <4y la normal exterior es (0,—1,0). El flujo de salida a través de S3

es
6 4
//F-NdS:/ / (ze®,0,€%) - (0,—1,0) dzdx = 0.
0o Jo
S3

El rectdangulo Sy se parametriza con Sy (z,y) = (x,y,0), donde 0 < z < 6,
0 <y <4y la normal exterior es (0,0, —1). El flujo de salida a través de Sy

//F NdS = // z,y,1)-(0,0,-1) dydx = — //dyd:n—

La tapa superior Ss estd contenida en el plano y + z = 4, siendo y > 0,
z2>0,0<x<6.Portantoy =4 — 2z > 0 lo que implica 0 < z < 4. Una



parametrizacién de S5 es S5 (z,2) = (z,4 — 2,2) ,donde 0 < 2 <6,0< 2 <4
y el producto vectorial fundamental es

j k
0 0

(55)95 X (85)z =1 = (07 -1, _1)7
0

-1 1

que tiene la direccién interior al sélido (cambiamos el signo). Entonces

6 4
//F~NdS:/ / (xze®, (4 —z)e*,e*) - (0,1,1) dxdz
g 0o Jo
6 4
:/ / (5—2)e*dxdz
0o Jo
6

= [ (51 - el + (1)

6
:/ (2¢* — 6) dz = 12¢* — 36,
0

usando la férmula de integracién por partes.
En consecuencia, el flujo de salida del campo F' a través de S es

/ F-NdS=6e*—30—24+12¢*— 36
S

=18¢* — 90 =18 (¢* — 5).

El teorema de Gauss afirma que el flujo de salida del campo F a través de
S coincide con la integral triple de la divergencia de F', es decir

//F~NdS:///didefcdydz.
S \4

Calculamos div F' = 3e?, y el valor de la integral triple es

6 4 pd—y
///didexdydz:3/ / / e*dzdydx
o Jo Jo

v
6 4
:3/ / (64_y—1) dy dx
o Jo
6, .
:3/0 [—e y—y]od:n



