CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Examen Final. 7 de Julio de 2006
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Determinar el mdximo absoluto de la funcién
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Solucién. En primer lugar, observemos que la funcién f satisface

11$+3—x si x <0,
f(z)= 141—$+3i£€ si 0<z<2,
1ix+x—1812§”
En el intervalo (—00,0), la derivada es
f(z) = L >0,

(1-2)* (3-ux)’

luego f es creciente en (—o0, 0], lo que implica f (x) < f(0) = 4/3 para todo
x € (—00,0]. En el intervalo (0,2), la derivada es
, 1 1
PO T e

— (22 — 62 +9) + 2 + 2z + 1

(14z)? (3 —x)?
8 — 8
(1+a)* (3 —a)

lo que implica que f es decreciente en [0, 1] y creciente en [1,2]. Entonces

f(z) <max{f(0),f(2)} = % para todo z € [0,2].

Finalmente, en el intervalo (2,00), la derivada es

, _ 1 B 1
o =iy w ="

luego f es decreciente en [2,00) y f (z) < f(2) = 4/3 para todo z € [2,00).
En consecuencia, el méximo absoluto de f en Res f(0) = f(2) = 4/3.



Gréfica de la funcién f



Ejercicio 2.

(a) Estudiar la convergencia de la integral impropia
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(b) Calcular el valor de la integral impropia I usando la sustitucién u = 1/z.

Solucién.
(a) En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia

1
112/ oz
0 1"‘332

Para aplicar el criterio de comparacién por paso al limite, calculamos

Inx
. 1422 . Inz g7l .
lim =~ = lim — = lim ;= lim — =0,
z—0 ¢ z—0 % z—0 ™ z—0 axr®

si @ < 0. Dado que la integral fol x® dx converge si y sélo si a > —1, usando
a € (—1,0), obtenemos que la integral I; es convergente. Para estudiar la
convergencia de la integral impropia

* Inz
I, = —d
2 /1 1+a2 %"

calculamos
Inx
2 1
lim 1+ lim BT
r—oo g% r=60 g 4 ot
I v
= lim
z—o0 a1 + (o + 2) zotl
1

z—o0 az® + (a + 2) zo+2

sia+2 >0« a> —2. Dado que la integral floo % dx converge si y sélo
si @ < —1, usando a € (—2,—1), obtenemos que la integral Is es conver-
gente. Como ambas integrales son convergentes, concluimos que la integral I
es convergente.

(b) La sustitucién u = 1/z implica z = 1/u, Inz = — Inw, do = —u "2 du, por
lo que
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o l+z 0o 14+ (1/u)? (—u?) o l+u

Entonces 21 = 0,luego el valor de la integral impropia I = 0.
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Ejercicio 3. Sea R la regién acotada por las curvas

z? x?
y:\/E) y:VQZL‘a y:§7 y:Z
Utilizar el cambio de variables z = u!/3v2/3, y= u2/3p1/3 para hallar el drea

de la regién R.

Solucién. La regién R es
R:{(a:,y)eRZ:\/fﬂyng\/él : \/ESyS\/Qx}.

El cambio de variables dado implica
22 u2/3p4/3 g2 w32/
v,

VT apan = s

Ademads, observemos que

2

Vay<z < Jilye=3<T <4,

Y

2
Vi<y<vVare=1<L <o
x

Entonces la regién S en el plano uv es
S:{(u,v)€R2:1§u§2, 3§v§4}.

A continuacién, calculamos el jacobiano

0(z,y) | TuT| ’ %u_2/3v2/3 %u1/3v_1/3
9 (u, 1)) B Yu Yo %u*1/3v1/3 %u2/3U72/3
14 1
9 9 3

Usando el teorema del cambio de variables, calculamos el drea de la regién R,

//d:z:dy //‘ ‘d v —//dudv—




Ejercicio 4. Calcular el flujo exterior del campo vectorial

1

sobre la superficie dada por los puntos del paraboloide z = 2 — 22 — y? tales
que z > 1.

Solucién. La superficie dada es
S:{(a:,y,z) eR?:z=2—2% -2 x2+y2§1}.

Si consideramos el sélido () cuyas fronteras son S y la superficie T, definida
por 22 +y? < 1, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss implica que

//F-NdS:///didea:dydz.
Q

suT

Calculamos
3 (2% 412+ 22" — (22 + 12 + 22" (322 + 3% + 322)
(a2 +y? + 22)°

/S/F-NdS:—i/F-NdS.

Parametrizamos la superficie T mediante

T (r,0) = (rcosf,rsenf,1), 0<r <1, 0<0<2nm.

divF =V-F = —0

En consecuencia,

El producto vectorial fundamental
i j k
T, xTp=| cosf senf 0 |=(0,0,r),
—rsenf rcosf 0

estd orientado hacia el interior de @), por lo que debemos integrar
1

(r2 +1)%?
-Tr

(r2 4+ 1)3/2'

Entonces, el flujo exterior del campo F' sobre la superficie S es

1 2 —r -1 1
g o Jo (r24+1)% (r2 4+ 1)Y 0

:271'(1—\}5):2#(1—\?):7?(2—\@).

—rot F (T (r,0)) - T, x Ty =— (rcosf,rsen6,1)-(0,0,r)




