
CÁLCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicación

Examen Final. 7 de Julio de 2006
Primera parte

Ejercicio 1. Determinar el máximo absoluto de la función

f (x) =
1

1 + jxj +
1

1 + jx� 2j ; x 2 R:

Solución. En primer lugar, observemos que la función f satisface

f (x) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

1

1� x +
1

3� x si x � 0;

1

1 + x
+

1

3� x si 0 � x � 2;

1

1 + x
+

1

x� 1 si 2 � x:

En el intervalo (�1; 0) ; la derivada es

f 0 (x) =
1

(1� x)2
+

1

(3� x)2
> 0;

luego f es creciente en (�1; 0], lo que implica f (x) � f (0) = 4=3 para todo
x 2 (�1; 0] : En el intervalo (0; 2) ; la derivada es

f 0 (x) =� 1

(1 + x)2
+

1

(3� x)2

=
�
�
x2 � 6x+ 9

�
+ x2 + 2x+ 1

(1 + x)2 (3� x)2

=
8x� 8

(1 + x)2 (3� x)2
;

lo que implica que f es decreciente en [0; 1] y creciente en [1; 2] : Entonces

f (x) � max ff (0) ; f (2)g = 4

3
para todo x 2 [0; 2] :

Finalmente, en el intervalo (2;1) ; la derivada es

f 0 (x) = � 1

(1 + x)2
� 1

(x� 1)2
< 0;

luego f es decreciente en [2;1) y f (x) � f (2) = 4=3 para todo x 2 [2;1) :
En consecuencia, el máximo absoluto de f en R es f (0) = f (2) = 4=3:
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Grá�ca de la función f
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Ejercicio 2.

(a) Estudiar la convergencia de la integral impropia

I =

Z 1

0

lnx

1 + x2
dx:

(b) Calcular el valor de la integral impropia I usando la sustitución u = 1=x:

Solución.
(a) En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia

I1 =

Z 1

0

lnx

1 + x2
dx:

Para aplicar el criterio de comparación por paso al límite, calculamos

lim
x!0

lnx

1 + x2

x�
= lim
x!0

lnx

x�
= lim
x!0

x�1

�x��1
= lim
x!0

1

�x�
= 0;

si � < 0: Dado que la integral
R 1
0 x

� dx converge si y sólo si � > �1; usando
� 2 (�1; 0) ; obtenemos que la integral I1 es convergente. Para estudiar la
convergencia de la integral impropia

I2 =

Z 1

1

lnx

1 + x2
dx;

calculamos

lim
x!1

lnx

1 + x2

x�
= lim
x!1

lnx

x� + x�+2

= lim
x!1

x�1

�x��1 + (�+ 2)x�+1

= lim
x!1

1

�x� + (�+ 2)x�+2
= 0;

si � + 2 > 0 , � > �2: Dado que la integral
R1
1 x� dx converge si y sólo

si � < �1; usando � 2 (�2;�1) ; obtenemos que la integral I2 es conver-
gente. Como ambas integrales son convergentes, concluimos que la integral I
es convergente.
(b) La sustitución u = 1=x implica x = 1=u, lnx = � lnu, dx = �u�2 du, por
lo que

I =

Z 1

0

lnx

1 + x2
dx = �

Z 1

0

� lnu
1 + (1=u)2

du

(�u2) = �
Z 1

0

lnu

1 + u2
du = �I:

Entonces 2I = 0;luego el valor de la integral impropia I = 0:
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CÁLCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicación

Examen Final. 7 de Julio de 2006
Segunda parte

Ejercicio 3. Sea R la región acotada por las curvas

y =
p
x; y =

p
2x; y =

x2

3
; y =

x2

4
:

Utilizar el cambio de variables x = u1=3v2=3, y = u2=3v1=3 para hallar el área
de la región R:

Solución. La región R es

R =
n
(x; y) 2 R2 :

p
3y � x �

p
4y;

p
x � y �

p
2x
o
:

El cambio de variables dado implica

x2

y
=
u2=3v4=3

u2=3v1=3
= v;

y2

x
=
u4=3v2=3

u1=3v2=3
= u:

Además, observemos que

p
3y� x �

p
4y () 3 � x2

y
� 4;

p
x� y �

p
2x() 1 � y2

x
� 2:

Entonces la región S en el plano uv es

S =
�
(u; v) 2 R2 : 1 � u � 2; 3 � v � 4

	
:

A continuación, calculamos el jacobiano

@ (x; y)

@ (u; v)
=

����xu xvyu yv

���� = ���� 1
3u
�2=3v2=3 2

3u
1=3v�1=3

2
3u
�1=3v1=3 1

3u
2=3v�2=3

����
=
1

9
� 4
9
= �1

3
:

Usando el teorema del cambio de variables, calculamos el área de la región R,

a (R) =

ZZ
R

dx dy =

ZZ
S

����@ (x; y)@ (u; v)

���� du dv = Z 4

3

Z 2

1

1

3
du dv =

1

3
:
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Ejercicio 4. Calcular el �ujo exterior del campo vectorial

F (x; y; z) =
1

(x2 + y2 + z2)3=2
(x; y; z) ;

sobre la super�cie dada por los puntos del paraboloide z = 2� x2 � y2 tales
que z � 1:

Solución. La super�cie dada es

S =
�
(x; y; z) 2 R3 : z = 2� x2 � y2; x2 + y2 � 1

	
:

Si consideramos el sólido Q cuyas fronteras son S y la super�cie T; de�nida
por x2 + y2 � 1, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss implica queZZ

S[T

F �N dS =
ZZZ
Q

divF dx dy dz:

Calculamos

divF = r�F =
3
�
x2 + y2 + z2

�3=2 � �x2 + y2 + z2�1=2 �3x2 + 3y2 + 3z2�
(x2 + y2 + z2)3

= 0

En consecuencia, ZZ
S

F �N dS = �
ZZ
T

F �N dS:

Parametrizamos la super�cie T mediante

T (r; �) = (r cos �; r sen �; 1) ; 0 � r � 1; 0 � � � 2�:

El producto vectorial fundamental

Tr � T� =

������
i j k

cos � sen � 0
�r sen � r cos � 0

������ = (0; 0; r) ;
está orientado hacia el interior de Q, por lo que debemos integrar

� rotF (T (r; �)) � Tr � T� =�
1

(r2 + 1)3=2
(r cos �; r sen �; 1) � (0; 0; r)

=
�r

(r2 + 1)3=2
:

Entonces, el �ujo exterior del campo F sobre la super�cie S esZZ
S

F �N dS =�
Z 1

0

Z 2�

0

�r
(r2 + 1)3=2

d� dr = 2�

"
�1

(r2 + 1)1=2

#1
0

=2�

�
1� 1p

2

�
= 2�

 
1�

p
2

2

!
= �

�
2�

p
2
�
:
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