CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 22 de Junio de 2006

Ejercicio 1.
Hallar los extremos absolutos de f (z,y,z) =z —y — z, sobre el conjunto

S:{(:v,y,z)ER3:x2+2y2—1:0, 3x—4z:0}.

Solucién: Aplicamos el criterio de los multiplicadores de Lagrange a la fun-
cién f(z,y,z) = © —y — z, resolviendo el sistema dado por Vf (x,y,z) =
AVyg(z,y,z)+pVh(z,y,z) y las restricciones

g(x,y,z):x2+2y2—1 =0,
h(z,y,z)=3x —4z = 0.

Las tres primeras ecuaciones son

1=2X\z + 3y,
—1=4\y,
—1=—4pu.

La tercera ecuacién implica u = 1/4, por lo que las dos primeras son
1/4=2\z, 1/4=—)\y,

luego 2Axz = —Ay. Dado que A # 0, obtenemos 22 = —y. Sustituyendo en la
primera restriccién
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La segunda restriccién, z = T nos proporciona los extremos absolutos
Ao (L 21y /12 1y
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Dado que
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la funcién tiene un méximo absoluto en A y un minimo absoluto en B.



Ejercicio 2.

(a) Evaluar las integrales / / V1 — a2 dx dy, / / /1 —y2dx dy, donde
D1 D2

Dy={(z,y) eR*: 2’ +y* <1, 0 <y <},
Dy={(z,y) eR*:2® +y* <1, 0<z < y}.
(b) Calcular el volumen del sélido dado por la interseccién de los tres cilindros

sélidos 22 + 9% < 1, 22 + 22 < 1, y? + 2% < 1, situado en el octante positivo
x>0,y >0, z>0. Indicacion: aplicar los resultados obtenidos en (a).

Solucién: (a) Usando coordenadas polares, calculamos la integral
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Andlogamente,
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(b) Los puntos del sélido U satisfacen 22 +y% < 1, 22 < 1—22, 22 < 192,
en el octante positivo y su descripcién como sélido XY -proyectable es

U:{(:B,y,z)ERi::L‘Q—i—fSl, 0§z§min{\/1—x2,\/1—y2}}.

Considerando los dominios Dy y D del apartado (a), observemos que

@,y eD=0<y<z=y’<a’=V1-22<\/1-2=2<V1-2a2
(w,y)€D2:>O§x§y:>x2§y2$\/1—y2§\/l—a:QﬁzS\/l—y?.

En consecuencia, el volumen del sélido U es
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Ejercicio 3.

Sea S la porcién de la semiesfera a2 + 32 + 22 = 4, z > 0, que se en-
cuentra en el interior del cilindro 22 + y?> = 1. Dado el campo vectorial
F (z,y,2z) = (xy,yz, zz), calcular el flujo exterior del campo rot (F') a través
de S, directamente, usando el teorema de Stokes y aplicando el teorema de
Gauss.

Solucién: El rotacional del campo vectorial F' es
i j k
rot F=VxF=|D, Dy, D, |=(-y,—z2 —x).
Ty Yz 2x
Los puntos de la semiesfera situados en el interior del cilindro verifican
0< w2+y2 =4—-22<1, luego 3 < 2?2 < 4, loqueimplica\/§§ z < 2.
Por tanto, la superficie S = {(a?,y, 2)eR3 a2 42 +22 =4, V3<2< 2}
y elegimos la parametrizacién dada por las coordenadas cilindricas

S(r,0) = (rcos&,rsen@, \/4—7’2>, 0<r<1, 0<60<2m.

El producto vectorial fundamental es
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y tiene la orientacién exterior a la semiesfera porque en el punto S (1,0) =
(1, 0, \/3) , el producto vectorial S, x Sy (1,0) = (1/\/5, 0, 1) . A continuacion,
calculamos

rot F' (S (r,0)) - Sy x Sp= (—rsen@,—\/él— 7’2,—7“(:089) . (
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El flujo exterior del campo rot F' a través de S es
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El teorema de Stokes asegura que [[qrot F'- NdS = §,F - dr, donde
la curva C, que es la frontera de S, viene dada por z2 + ¢y = 1, z = /3.
Una parametrizacion de la curva con orientacién inducida por la superficie
orientada por la normal exterior a la semiesfera es

r(0)=5(1,0)= (cos&,senG,ﬁ), 0<6<2m.

Calculamos la integral de linea
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Para aplicar el teorema de Gauss, consideramos el sélido U cuyas fronteras
son Sy la superficie T' definida por 22 + % < 1, z = v/3. El teorema de la
divergencia de Gauss implica que

//rotF NdS = ///dlv (rot F') dxdydz = 0,

suT

porque div (rot F') (z,y, z) = 0. En consecuencia,

//rotF NdS = — //rotF N dS.

Parametrizamos la superficie T" mediante
T(r,&)z(rcosG,rsenH,ﬁ), 0<r<1, 0<6<2nr.
El producto vectorial fundamental
i j k
T, xTp=| cosf® sen 0 |[=(0,0,7),
—rsenf rcosf 0

estd orientado hacia el interior de U, por lo que debemos integrar
—rot F (T (r,0)) - T, x Tp = (r sen 0,3, cos 9) -(0,0,7) = r? cos 6.

Fl flujo exterior, a través de T, del rotacional del campo F es
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lo que implica el resultado pedido.



