CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen de 12 de Septiembre de 2006
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. A medianoche, el barco Arrow se encuentra situado a 100
kilémetros en direccién este del barco Blue. El barco Arrow navega hacia el
oeste a 12 km/h, y el barco Blue lo hace hacia el sur a 10 km/h. ;A qué
hora se encontrardn a distancia minima uno del otro? ;Cual es la distancia
minima?

Solucién. Elegimos un sistema cartesiano de coordenadas con centro en el
barco Blue, de manera que el eje x coincide con un paralelo y el semieje x > 0
indica la direccién este. Ademds, el eje y coincide con un meridiano y el
semieje y < 0 indica la direccién sur. En el instante ¢ = 0, las coordenadas de
Blue son B = (0,0) y las de Arrow son A = (100,0) . Dadas las velocidades y
direcciones de cada navegacion, las ecuaciones pardmetricas de las trayectorias
de los barcos Arrow y Blue son:

T4 (t) = (100 — 12¢,0),
rp (t)=(0,-10¢),

donde ¢t > 0. Entonces, la distancia entre ambos barcos es

d@)Z\/uoo—]2w2+1om% t>0.
Para calcular la distancia minima, definimos la funcién
F () =d?(t) = (100 — 12¢)* 4+ 100¢2, ¢ > 0.

Los puntos criticos de esta funcién se obtienen resolviendo la ecuacién

300
f'(t) = 2(100 — 12t) (—12) + 200t = 488t — 2400 = 0 <t = oL
Observemos que si ¢ € [0,300/61) entonces f'(t) < 0y si t > 300/61
entonces f’(t) > 0. En consecuencia, la distancia minima se alcanza en el
instante t* = 300/61 ~ 4.91803 y su valor es

300 500
* = — | = —V61 = 64.0184.
d"=d < 61 ) ol 6 64.018
Para calcular la hora a la que se encontrardn a distancia minima uno del
otro, el tiempo t* = 4.91803 corresponde a 4 horas y 0.91803 x 60 ~ 55
minutos.



Ejercicio 2. Hallar la suma de la serie

o (D"
Z (2n+1)3"

n=0

Solucién. Para calcular la suma de la serie, observemos que integrando t2”

se obtiene el término (2n + 1) en el denominador. Por ello, usaremos la suma
de la serie geométrica

[e.e]

1
d (-t = o L<t<t

n=0

Si z € (—1,1), integrando en el intervalo [0, z], obtenemos

/Ox <i(—1)”t2n> dt:i </Ox (—1)”t2"dt>

n=0 n=0
i (_1)71 $2n+1
o 2n+1
r 1
o 1+t
=arctanx.

dt

En consecuencia, para todo = € (—1,1),

s n .2n+1 3 5 7
(-D)"z z x x

arcta = ~ 2 —_r— — 4+ — — — 4.
B nZ:O antl 0 35 7

Para todo x € (—1,1) tal que = # 0, tenemos

arctan z 22zt S L (—1)" g2
7:1_7+7_7+...:ZL_
T 3 5 7 = 2n+1

Por ello, si elegimos = = 1//3 obtenemos la suma de la serie

i (—1)" B arctan %
- 1
~ (2n+1)3" e
1
= /3 arctan —

V3
—v3T.
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Ejercicio 3. Calcular el valor méximo de la funcién

f(%,y,Z) :$+2y—27
en el recinto

S={(z,y,2) eR*:2? +y* + 2> <1, 2 +y+2>0}.

Solucién. La funcién f es continua en el recinto cerrado y acotado S. Por lo
tanto f alcanza sus valores médximo y minimo absolutos en S. Para calcular el
valor maximo, observemos que V f (z,y,2) = (1,2,—1), por lo que f no tiene
puntos criticos. Entonces, calculamos los valores extremos en la frontera de
S, que estd formada por la unién de las tres superficies descritas por

Sl:{(xayaz)€R3:x2+y2+22:1, z+y+z>0},
So={(z,y,2) eR*: 2’ + 9 + 2> <1, 2 +y+2=0},
Ss={(z,y,2) ER*:2? + 9>+ 22 =1, z+y+2=0}.

Para obtener los valores extremos en Sp, aplicamos el criterio de los mul-
tiplicadores de Lagrange a f (z,y, 2) = + 2y — 2, resolviendo el sistema dado
por Vf(x,y,z) = AVg(z,y, z) y las restricciones

g(z,y,2) =22+ 2 +22=1, +y+2z>0.

Las tres primeras ecuaciones son

1=2\x,
2=2)\y,
—1=2\z.
Dado que A # 0, obtenemos 2x = y = —2z. Sustituyendo en la restricciéon

dada por la igualdad
P44+t =le= 6t =l =+—,
V6

lo que nos proporciona los puntos

- (Gi ) v G

[\)



El punto P, no satisface la restriccién dada por la desigualdad z 4+ y + z > 0,
por lo que sélo consideramos el punto P;.

Para obtener los valores extremos en Ss, resolvemos el sistema dado por
Vf(z,y,z) = AVh(x,y,z) y las restricciones

h(z,y,2) =x+y+2=0, 22 +9? +22 < 1.

Las tres primeras ecuaciones son

1=\,
2=,
1=

por lo que el sistema no tiene solucién.
Finalmente, para obtener los valores extremos en S3, resolvemos el sistema
dado por Vf (z,y,2) = AVyg(z,y,z) + p Vh(z,y, z) y las restricciones
h(z,y,z)=xz+y+2z=0.

Las tres primeras ecuaciones son

1=2)\x + u,
2=2X\y + p,
—1=2Xz+ u.
Eliminamos el pardmetro p restando las ecuaciones y obteniendo
{2)\1/—2)\33:1, {y—x:1/2)\,
2 \y — 2z = 3, y—2z=23/2]\,

porque A # 0, ya que si A = 0 el sistema es incompatible. Eliminando A
obtenemos 3y — 3x = y — z, lo que implica

3z — 2y — 2=0,
T+y+z=0,
usando una restriccion. Sumando se obtiene 4x =y, z = —x — y = —b5x, por

lo que la otra restriccién es

1
2241622+ 2522 =1 <= 4222 =1 <= o+ —

V42’

lo que nos proporciona los puntos

1 4 -5 -1 -4 5
P = ) ) 9 P = 9y ) N
’ <\/42 Va2 \/42> ! (\/42 Va2 \/42>
Calculamos el valor de la funcién en los tres puntos seleccionados
14 —14

f(P) = \% = V6 =24495, [(P3)= B 2.1602, f(Py) =—— <0,

luego el valor méximo de f es v/6 y se alcanza en Pj.



Ejercicio 4. Hallar el flujo exterior del campo vectorial

1
(22 4 2 + 22)%/?

F(z,y,2) = (z,y,2),

sobre la esfera 22 + 4% + 22 = a2.

Solucién. Parametrizamos la esfera con radio a y centrada en el origen
usando coordenadas esféricas,

S(®,0) = (asen P cosh,asen Psen b, acosP),

donde 0 <& <7, 0<6<2m.

El producto vectorial fundamental es

i j k
Se X Sg=| acos®cost acosPsenfd —asend
—asen ® sen 6 asen ® cos 0

= (a2 sen? @ cos 0, a? sen? ® sen 6, a? sen P cos <I>) .

En el punto S (7/2,0) = (a,0,0) el producto es Se xSy (7/2,0) = (a?,0,0),
por lo que la superficie estd orientada hacia el exterior del sélido encerrado
por S. Entonces tenemos que integrar el producto escalar

F(S(2,0)) - (Sp x Sp) = (asen ® cosf,asen P sen b, acosP) - (Sg x Sp)

((12)3/2
1

=— ( 3sen® @ cos? 0 + a sen® @ sen? 0 + a® sen @ cos? <I>)
a

=sen® ® + sen @ cos® ®

=sen ®.

Entonces, el flujo exterior del campo F' sobre la superficie S es

21 T
//F-NdS—/ / sen ® d® db
0 0
S

=27 [— cos D]

=A4r.



