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Ejercicio 1. Determinar los puntos de mdxima y minima pendiente de la
grifica de la funcién
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Solucién. La pendiente de la grifica de la funcién dada es

, 2z

y:—m, x € R.

Los puntos criticos de y' se obtienen resolviendo la ecuacién y” = 0, es
decir,

, =2 (1+a2)% + 822 (1+2?)
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Las soluciones de esta ecuacién son los puntos criticos:

6:132—2:O<:>x2:1<:>w::|:i.
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A continuacién, obtenemos los conjuntos de crecimiento y decrecimiento de
y'. Si |z| < 1/v/3 entonces 2 < 1/3, luego 622 — 2 < 0, siendo y” < 0.
Entonces la pendiente ' es decreciente en el intervalo (—1 /\V3,1/ \/5) Si
lz| > 1/v/3 tenemos que y” > 0, luego la pendiente 3’ es creciente en el
conjunto (—oo, —1/\/3) U (1/\/§, 00) .

Siz < —1/\/§ la pendiente es creciente y si —1/\/§ <z < 1/\/§ es
decreciente, luego la maxima pendiente se alcanza en el punto (—1 / V3,3 / 4)
de la gréfica de y.

Si —1/v3 < x < 1/4/3 la pendiente es decreciente y si x > 1/v/3 es
creciente, luego la minima pendiente se alcanza en (1 / V3,3 / 4) .



Ejercicio 2. Sea R la regién plana limitada por la gréfica de la funcién

1
)= —, x>0,
o= e
el eje OX y el eje OY. Consideramos los sélidos que se obtienen cuando la
regién R gira en torno al eje OX y al eje OY. Calcular el volumen de dichos
sélidos.

Solucién.
El volumen cuando la regién R gira en torno al eje OX, usando el método
de los discos, viene determinado por la integral

‘/1:77/0 f(zx) da?:ﬂ'/o $2+4d1‘

mientras que el volumen, cuando dicha regién gira en torno del eje OY, uti-
lizando el método de las capas, estd determinada por la integral
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Ahora calculamos estas intergrales impropias:
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El volumen V5 también puede calcularse utilizando el método de los discos.
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VaZ+4
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x=g(y) =, /? — 4, donde y € (O, 5] En este caso, el volumen es

Vz /% g(y)3dy /% < L 4) dy lim : ( ! 4) dy
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En este caso tendriamos que despejar x en la funcién y = , obteniendo

N
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Ejercicio 3. Sea T'(z,y,2) = 100 + 22 + y? la temperatura en cada punto
de la superficie esférica 22 + y? + 22 = 50. Hallar las temperaturas méxima y
minima en la curva formada por la interseccién de la superficie esférica y el
plano x — z = 0.

Solucién. La funcién objetivo es T(z,y,z) = 100 + 22 + y?, siendo las
restricciones

g(x,y,2) =2 + 1 + 2* = 50,
h(z,y,z)=x—2z=0.

El criterio de los multiplicadores de Lagrange asegura que los extremos en
la curva satisfacen el sistema dado por

VT (z,y,2) = AVg(z,y,z) + pVh(z,y,2).

Las tres ecuaciones de sistema son

2x =2 x + u,
2y =2y,
0=2\z — p.

La tercera ecuacién implica p = 2z, por lo que z = Az 4+ Az. La segunda
ecuacién implica y (1 — X) = 0, por lo que y = 0 o bien A = 1.
Si y = 0, entonces las restriciones se convierten en

z® + 22 =50,
x—2z=0,
luego 222 = 50, lo que nos da los puntos P; = (5,0,5) y P> = (—5,0,—5).
Si A = 1, entonces x = x + z, luego z = 0, y las restricciones implican

que z = 0, y> = 50. Asi obtenemos los puntos P3 = (0,5\/5, 0) y Py =
(O, —5v/2, O) . Los valores de la temperatura en dichos puntos son

T(P) =T (P) =125 T(Ps)=T(Py) =150,

por lo que el méximo absoluto se alcanza en P53 y Py, mientras que el minimo
absoluto se alcanza en P y P».



Ejercicio 4. Sea R la regién plana interior a la curva
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a) Utilizar el cambio de variables u = x/2, v = y//2 para calcular la

integral doble
// (8 — 222 — 49°) dx dy.
R

b) Calcular el volumen del sélido
Q={(z,y.2) eR¥:1 <2 <9227 —4°}.
¢) Calcular el flujo exterior del campo vectorial
F(z,y,z) = (81: + 2,222, —4y2)

a través de la frontera S del sélido Q.

Solucién. a) El cambio de variables dado es z = 2u, y = v/2v, por lo que la
regiéon R se transforma en el plano wv en

T = {(u,0) e R?: u? + 0> < 1}.
A continuacién, calculamos el jacobiano

9(x,y) _
0 (u,v)

Ty Ty
Yu Yv

= 2V/2.

- ‘ 2 0 ‘
=lo 2
Usando el teorema del cambio de variables, calculamos la integral doble,
//R(s — 2% — 4y2)dxdy://T (8 — 8u? — 8v%) 2v2 dudv
= 16\/5//T(1 —u? —v?) dudv
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donde hemos utilizado el cambio a coordenadas polares dado por u = 7 cos 8,
v = rsenf. Finalmente

// (8 — 242 —4y)dzdy—16f/2ﬂ[%—ﬂ df

27
=42 / do = 8V/2r.
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b) El volumen del sélido @ puede calcularse mediante la integral triple

V(Q):///Qd:cdydz://R(9—2x2—4y2—1) dx dy,

siendo R la proyeccién del sélido sobre el plano de ecuacién z = 0, que es la

regién plana limitada por la curva de ecuacién 9 — 222 — 4y? — 1 = 0, es decir
2 2

la curva plana de ecuacion T + yo_ 1. Usando el resultado del apartado a),

2
obtenemos que

V(Q) = //R (8- 222 — 4y2) dz dy = 8V/2r.

c¢) Para calcular el flujo a través de la superficie cerrada S utilizamos el teo-
rema de Gauss de la divergencia,

//S (F.N)dS = ///Q div(F) da dy dz.

Como la divergencia del campo dado es div(F') = F,+F,+F, = 8, obtenemos

//S (F.N)dS = ///Q div(F)dzdydz = 8///@ dz dy dz = 64v/2r,

usando el resultado del apartado b).



