CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
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Ejercicio 1. Se consideran las rectas que pasan por el punto (1,8) y cortan
a los semiejes positivos. Determinar la distancia minima entre los puntos de
corte y obtener la recta que verifica dicha propiedad.

Solucién: La ecuacién de las rectas que pasan por el punto (1,8) y cortan

a los semiejes positivos es y — 8 = m(x — 1), —oo < m < 0. Para calcular
los puntos de corte con el semieje y = 0, = > 0, resolvemos m (z — 1) = =8,
obteniendo

A= (1 £.0) = (=20).

Los puntos de corte con el semieje x = 0, y > 0, se obtienen resolviendo
y — 8 = —m, por lo que son B (m) = (0,8 —m). Entonces, la distancia entre
los puntos de corte es
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Calculamos los puntos criticos mediante
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La tnica solucién real de la ecuacién m? = —8 es m = /=8 = —2, que
pertenece al intervalo (—oo,0).
Para probar que F'(m) alcanza su valor minimo en m = —2, usaremos

el criterio de la primera derivada. Si m < —2 entonces m? < —8 y m3 < 0
porque m < 0. Por tanto F’ (m) < 0 y F (m) es decreciente en el intervalo
(—00,—2). Si =2 < m < 0 entonces m® > —8 y m® < 0. Por ello F’ (m) >0
y F'(m) es creciente en el intervalo (—2,0) . Entonces

- —10\/:—10f—5f

es el minimo absoluto de F' (m) en el abierto (—o0,0) . La recta con distancia
minima entre los puntos de corte es y —8 = —2(x — 1).



Ejercicio 2. Un toro se forma al girar la regién contenida en la circunferencia
(1‘—2)2+y2 = 17

alrededor del eje y. Calcular el volumen de este sélido de revolucién, usando
el método de las arandelas y el método de las capas.

Solucién: Las funciones que representan las fronteras de la regién son

r=2++V1—-92, x=2-—+1-—192,

donde y € [—1,1]. El volumen, usando el método de las arandelas, es
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usando el cambio de variable y = sent.
Dado que el eje de giro es y, la variable para el método de las capas es x.
El radio de cada cilindro es » = x. Las fronteras de la regién vienen dadas por

y = +4/1— (z—2)% 2 € [1,3]. Entonces, la altura es h = 24/1 — (z — 2)*.

El volumen, usando el método de las capas, es

3 3
V:27r/ rhdx:47r/ /1 — (z —2)%da
1 1

Para calcular la integral, consideramos el cambio de variable
r—2=sent, dx = costdt, —g <t< g

En consecuencia,
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Ejercicio 3. Para cada nimero natural n > 2, sea r, la recta determinada
por los puntos (1,2) y (n,0). Consideremos la regién plana R,, comprendida
entre las rectas rop, ron41 v las rectas de ecuacion x =1y x = 2.

a) Calcular el drea a,, de la regién R,,, para cada n > 1.

b) Calcular el radio y el dominio de convergencia de la serie de potencias
ool anx™.

Solucién: a) La ecuacién de la recta 7, que pasa por los puntos (1,2) y
(n,0) es
-2
—2= —1 > 2.
y n — 1 (m ) Y n -

Las rectas r, cortan a la recta x = 1 en el punto (1,2) y cortan a la recta
x = 2 en los puntos

2
(xn,yn):<2,2— ), n>2.

n—1

Cada regién plana R, es un tridngulo de altura igual a 1 y base
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n > 1.

Entonces, el drea de la region R, es a, = m, para cada n > 1.
b) El radio de convergencia de la serie de potencias > o7 | a2z es
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por lo que la serie es absolutamente convergente en el intervalo (—1,1). En

el extremo x = 1, la serie
oo
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tiene el mismo cardcter que la serie Y >, #, por lo que es convergente. En
el extremo x = —1, la serie
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es absolutamente convergente, por lo que también es convergente. Por tanto,
el dominio de convergencia de la serie de potencias es [—1,1].



