CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segqundo Fxamen Parcial. 1 de Junio de 2007

Ejercicio 1.

(a) Calcular el drea de la regién plana encerrada por la lemniscata de ecuacién
2

(22 +12)° =9 (22 — 4?).

(b) Obtener el volumen del sélido interior al cilindro de ecuacién

($2 + y2)2 _9 ($2 . y2)

y al hemisferio de ecuacién z = /9 — x2 — y2.

Solucién: (a) La ecuacién de la lemniscata en coordenadas polares es 74 =

9r2 (cos2 0 — sen? 9) . Usando una identidad trigonométrica y simplificando
obtenemos 72 = 9 cos(26). El drea puede calcularse utilizando la férmula para
curvas en coordenadas polares A(R) = 3 [ g 72(0) df, o mediante la integral
doble A(R) = [[ dz dy. Utilizando la simetrfa de la curva, el drea es

R

AR) =43

i ™ 9 by
/4 r?(0) df = 36 [ cos(26)do = 18 sen (20) ] * =0,
0 2.J0 2 |,

Usando integracién doble, teniendo en cuenta la simetria de la curva y con
el cambio a coordenadas polares, obtenemos

I 9 cos(26) iy
A(R)://dxdy:4/4 /V rdrd9:2/4 [TQ]OW/gcos(ze) 50
0 0 0
R

- 18/4 cos(26) df = 18 [M] f oo
0 2 0

(b) Para calcular el volumen usaremos coordendas cilindricas. Haciendo uso
de la simetria del sélido y teniendo en cuenta que la ecuacién del hemisferio
en coordenadas cilindricas es z = v/9 — r2, obtenemos

Z  ry/9cos(20)
V://\/Q—xQ—y2dxdy:4/4/ V9 —r2rdrd
0
R

0
_ _é % _ 2 3/2 9005(29) . _é % _ 3/2 _
- 3/0 [(9 r?) }0 do = 3/0 ((9 9cos(20)) 27) do
—36/Z (1 —(1- cos(2(9))3/2> do = 36 /Z (1 — (2sen? 9)3/2) do
0 0

:36/Z <1 —2\/§sen39> cl9:97r—72\/§/Z (1 —00529) sen 6 df
0

0

§:3(37r—16\/§+20>.

3
=97 — 722 [—cos@ + cos 9]
0



Ejercicio 2.
Hallar el punto més alto de la curva dada por la interseccién de las superficies

2+ +22=36, 2r+y—2z=2.

Solucién: Aplicamos el criterio de los multiplicadores de Lagrange a la fun-
ci6n altura f (z,y, z) = z, resolviendo el sistema dado por

Vf(z,y,z) =AVg(z,y,2) + nVh(z,y,2)
y las restricciones

9(z,y,2)=a% +y* + 2* = 36,
h(z,y,z)=2x+y—2z=2.

Las tres primeras ecuaciones son

0=2\x + 2u,
0=2\y + p,
1=2X\z — pu.
La segunda ecuacién implica u = —2\y, por lo que la primera y la tercera son

20x —4dy =0, 2Xz+ 2 y=1.

La primera implica que A (x — 2y) = 0, y la tercera que A # 0, por lo que
obtenemos z = 2y. Sustituyendo en la segunda restricciéon by — z = 2, por lo
que z = by — 2. Entonces, la primera restriccién implica

Ay? + % + (5y — 2)% = 36 <= 302 — 20y — 32 = 0.
Resolvemos la ecuacién 15y? — 10y — 16 = 0, obteniendo

, = 10 VIO F 960 _ 54 V265
- 30 15

Dado que z = 5y — 2, el punto de la curva con coordenada z mayor es

P (10+2\/265 5+ V265 —1+\/265>
B 15 15 3 ’




Ejercicio 3.

Sea S la superficie definida por z =1 — 22 —y%, 4+ 2z > 1 y sea F el campo
vectorial definido por F' (z,y,2) = (yz,zz,xy) . Calcular el flujo exterior del
campo F' a través de S, directamente y aplicando el teorema de la divergencia
de Gauss.

Solucién: Elegimos la parametrizacién S (z,y) = (:B, y, 1 — a2 — y2) , donde
el dominio de definicién D es

:c+z::1:+1—:c2—y221<:>:c2+y2§:1:.

Fl producto vectorial fundamental es

i 5k
SyxSy=|1 0 —2z|=(2z,2y,1),
0 1 —2y

y tiene la orientacién exterior al paraboloide porque en el punto S (0,0) =
(0,0,1), el producto vectorial S, xSy (0,0) = (0,0,1) . Calculamos el producto
escalar

F(S(lﬁ,y))Sx X Sy:(y(l—fUQ—yg) a$(1_$2_y2)7ﬂjy) (21:723/71)
=4xy (1—x2—y2) +zy =2y (5—4x2—4y2).

El flujo exterior del campo F' a través de S es

//F-NdS—//a:y(5—4a:2—4y2) dx dy
S D

cos 0

r% sen 6 cos 0 (5 - 4r2) rdrdf

(57’3 — 47"5) sen 6 cos 0 dr dO

—7/2
/2 4 476 cos 6
:/ [5L - L} sen 6 cos 6 df
—7/2 4 6 0
w/2
= / <% cos® fsen f — ; cos” fsen 0) do
—7/2

6 378

[_§00869 2 00889:|7r/2
4 —7/2
0

usando el cambio a coordenadas polares en la integral doble, que transforma
?+y?<zen0<r<cosfy-n/2<6<7/2



Para aplicar el teorema de Gauss, consideramos el sélido U cuyas fronteras
son Sy la superficie T definida por 22 + 32 < z, x + z = 1. El teorema de la
divergencia de Gauss implica que

//F-NdS:///dide:L‘dydz:O,
U

sSuT

porque div F' (x,y, z) = 0. En consecuencia,

/S/F-NdS:—g/F~NdS.

Dado que z = 1 — z, parametrizamos la superficie T mediante
T(m,y):(x,y,l—a:), $2+y2§$.

El producto vectorial fundamental

i j k
Ty xTy=| 1 0 —1[=(1,0,1),
0 1 0

esta orientado hacia el interior de U, por lo que debemos integrar
—F(T(z,y) TpoxTy=—(y(1l—-2z),z(1—-2z),zy)-(1,0,1) = —y.

Para calcular el flujo exterior de F' a través de T, usaremos el cambio a
coordenadas polares en la integral doble

//F-NdS://—yd:pdy
T D
w/2  prcos6
:—/ / rsendrdrdf
—7/2J0
/2 r3 cos 0
:—/ [—} sen 6 df
—x2 13 o

/2
:—1/ cos® O sen 0 df

§ —7/2
1 [cos4 9] /2
4 —7/2

lo que implica el resultado pedido.



