CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen de 8 de Septiembre de 2007
PRIMERA PARTE
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Ejercicio 1. La grafica de la funcién y = 4 — L en el intervalo [0,4] gira

alrededor de la recta y = b, donde b € [0,4]. Calcular el volumen del sélido
resultante en funcién de b. Hallar el valor de b que hace minimo el volumen
de dicho sélido.

Solucién. El volumen, usando el método de los discos, es V' (b) = 7 f(;l [r ()] d,
siendo el radio r (z) = |y (z) — b| para x € [0,4].

En primer lugar, calculamos
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A continuacién, obtenemos
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La funcién V (b) es continua en el intervalo cerrado y acotado [0,4], por lo
que tiene extremos absolutos. Dado que es derivable, calculamos los puntos
criticos resolviendo la ecuacién V' (b) = 7 (80 — 64 /3) = 0. El tnico punto
critico b = 8 /3 pertenece al intervalo [0,4] y es un minimo relativo porque
V" (b) = 87 > 0. Ademds, es el minimo absoluto porque
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Ejercicio 2. Dada la serie numérica
2n+1’
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estudiar su cardcter y calcular su suma usando una funcién conocida.

Solucién. Para analizar el cardcter de la serie, calculamos
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Entonces el criterio del cociente implica que la serie es absolutamente con-
vergente. Para calcular la suma de la serie, usaremos la suma de la serie

geométrica
oo
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Si z € ]0,1), integrando en el intervalo [0, 2], obtenemos
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Six € (—1,0], integrando en el intervalo [z, 0] , obtenemos el mismo resultado.
En consecuencia, para todo = € (—=1,1),
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Por ello, si elegimos z = 1/2 obtenemos la suma de la serie
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Ejercicio 3. Hallar el punto mds bajo de la curva interseccién del cono
22+ 3?2 — 22 =0y el plano z + 2z = 4.

Solucién. Aplicamos el criterio de los multiplicadores de Lagrange a la fun-
ci6n altura f (z,vy, z) = z, resolviendo el sistema dado por

Vf(,y,z)=AVg(z,y,2) + pVh(z,y,2)
y las restricciones

g(x,y,z):x2+y2—22:(),
h(z,y,z)=x+ 2z =4.

Las tres primeras ecuaciones son

0=2X\x + p,
0=2M\y,
1=-2Xz+2pu.

La segunda ecuacién implica que A = 0 o bien y = 0. Si A = 0, usando las
ecuaciones primera y tercera, tenemos que 4 = 0y 2p = 1, que es una con-
tradiccién. Asi, obtenemos que y = 0. Sustituyendo en la primera restriccién
x? = 22, por lo que z = = o bien z = —x. Entonces, para z = z, la segunda

restriccion implica 3z = 4, por lo que obtenemos el punto

4 4
P=(=,02).
(#03)

Si z = —xz, la segunda restricciéon implica —z = 4, obteniendo el punto @ =
(—4,0,4) . Los valores de la funcién altura en dichos puntos son

(P =5 <f(@=14,

luego P es el punto més bajo de la curva.



Ejercicio 4. Calcular la integral de linea
f (8z + 2) dx + 2222 dy — 4y° dz,
C

siendo C' la curva definida por las ecuaciones

z=9— 222 — 49,
z =1,

que tiene orientacién positiva si se observa desde un punto alto del eje OZ.

Solucién. Calculamos directamente la integral de linea. Observemos que los
semiejes de la elipse 222 +4y? = 8 son a = 2 y b = /2. La elipse contenida en
el plano z = 1, se parametriza mediante r () = (2 cos0,v/2sen, 1) , donde
0 € [0, 27| . Entonces la integral de linea es
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Otro método es calcular la integral de linea usando el teorema de Stokes.
Observemos que la curva C' es la frontera de la superficie

S:{(x,y,z)€R3:2w2+4y2§8, zzl}.

Parametrizamos S mediante S (z,y) = (z,y,1), donde 2z + 4y? < 8. Dado
que el producto vectorial fundamental es S, xSy, = (0,0,1) = N, la orientacién
positiva de C' viene inducida por la parametrizacién de S. El teorema de Stokes

asegura que jq{ F.dr = // rot F'- N dS. Calculamos
C S
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Por lo tanto, rot F' (S (x,y)) - N dS = 2dz dy, lo que implica

]{ F.dr:// rotF-NdSzQ// dx dy,
C S R

siendo R la regién interior a la elipse 222 + 432 = 8. Como los semiejes de la
elipse son a = 2 y b = /2, obtenemos ]{ F.dr = 2area (R) = 4V/2n.
C



