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PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Consideremos los rectdngulos de lados paralelos a los ejes que
pueden inscribirse en la elipse

—+==1, a,b>0.

Calcular las dimensiones y el drea del rectdngulo que tiene drea maxima.

Solucién. El vértice de un rectdngulo de este tipo, situado en el primer

cuadrante, es
22
r,0\/1-—= ], 0<z<a.
a

Usando la simetria de la elipse, el drea de un rectdngulo inscrito es
x2  4b
A(z) =4br\[1 - — = —zva? — 22,
a a

donde 0 < z < a. Los puntos criticos del drea se obtienen resolviendo la
ecuacion A’ (z) = 0, es decir,

a
4b [ a?® — 222
:E< a2—3:2>

=0

Las soluciones de esta ecuacién son

2
a2—2x2:()<:>x2:a—<:>x:ii.
2 V2
Dado que x € (0,a) el unico punto critico es z* = a/\/§. Siz e (0, a/\/§)
entonces 2 < a? /2, luego a® — 222 > 0, y la funcién 4rea es creciente en el
intervalo (0, a/\/i). Size (a/ﬂ ,a) tenemos que z2 > a? /2, por lo que
a®? — 222 < 0, y la funcién drea es decreciente en el intervalo (a / V2 ,a). En
consecuencia, el drea méaxima se alcanza en z* = a / V2. Las dimensiones y
el drea del rectdngulo de drea mdxima son:

2a a? 2b
2% = = =2, 2 =2/l - — =" =+02b,  A* =2ab.
V2 Y 20> 2



Ejercicio 2. Sea R la regién plana limitada por el lazo de la curva definida
por y? = x (4 — x)2. Calcular los volimenes de los sélidos que se obtienen
cuando la regién R gira alrededor del eje x, del eje y, y de la recta = = 4.

Solucién.
El volumen del sélido obtenido al girar la regiéon R en torno al eje =z,
usando el método de los discos, se calcula mediante la integral

4 4 4
Vx—w/ dex—W/ a:(4—x)2dx—7r/ (16 — 82* + 2°) d=
0 0 0

8 1 4 64
_ 2_ S 3,1 4| _
W[SIE Sx +4x ]o —3

El volumen del sélido obtenido al girar R en torno del eje y, utilizando el
método de las capas, es

4
Vy = 27r/0 r(z) h(x) dx,

donde el radio r (z) = z, y la altura h (z) = 2y (z) = 2y/x (4 — z). Entonces
4 4
Vy=47r/ oz (4 — ) doe = 477/ <4w3/2 —x5/2> dx
0 0

8 2 4 2048
A |S45/2 212 '
us |:5ZL‘ 7$ . 35 T

El volumen del sélido obtenido al girar R en torno a la recta x = 4,
utilizando el método de las capas, es

4
V= 277/0 r(z) h(z) dx,

donde el radio 7 (z) = 4 — z, y la altura h(z) = 2y(z) = 2z (4 —z).
Entonces

4 4
0 0

32 16 2 18192
A 2232 D 82 22| 8198
7['|:31‘ 57 +7:B . 05"
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Ejercicio 3.

(a) Dada la funcién f(z,y) = 22 + 4y? — 3z — 4y, calcular sus extremos
absolutos sobre la regién cerrada y acotada

D={(x,y) eR*:2 >0, 2% +4y* <4}.

(b) Sea C'la curva frontera de la regién D, con orientacién positiva. Calcular
la integral de linea

]{ zyde + 22 dy.
C

Solucién.
(a) Calculamos los puntos criticos en el interior de la regién D, resolviendo
el sistema f, = 22 —3 = 0, f, = 8y —4 = 0. El tnico punto critico es
P =(3/2,1/2). Dado que 3/2 >0y 9/4 +1 < 4, el punto pertenece al
interior de D. A continuacién, calculamos los puntos criticos sobre la frontera
F = Fy U F,, donde F; se define mediante x2 + 4y2 —4=0, x>0,y F5 se
define por las condiciones z? +4y> —4 <0, = =0.

En la frontera Fp, usamos el método de los multiplicadores de Lagrange,
resolviendo el sistema

2r — 3 = 2z, 2(1 = ANz =3,
8y — 4 = 8\, =21 -Ny=1,
2?44y —4=0. 2?44y —4=0.

Las ecuaciones anteriores implican que « # 0, y # 0 y A # 1. Dividiendo
la primera ecuacién entre la segunda eliminamos A, obteniendo que xz = 3y.
Sustituyendo en la ltima ecuacién obtenemos los puntos

P < 6 2 ) P ( 6 2 )
2 = ; 3=\~ (A :
V13 /13 Y V13 /13

Dado que debe verificarse la condicién x > 0, el tnico punto sobre la frontera
F1 es P». Finalmente, obtendremos los puntos criticos sobre la frontera F.
En este caso, la funcién g(y) = f(0,y) = 4y® — 4y, definida en el intervalo
[—1,1], nos permite encontrar los puntos criticos sobre Fy. Resolviendo la
ecuacion ¢'(y) = 8y —4 = 0, obtenemos y = 1 /2, y el punto de la frontera
Py = (0,1/2). Ademds, tenemos que considerar los extremos —1 y 1 del



intervalo, es decir los puntos P5 = (0,1) y Ps = (0, —1). Evaluamos la funcién
en los puntos criticos obtenidos:

F(P) == f(P)=4-—

En consecuencia, el valor minimo es f (P;) y el valor maximo es f (F).

f(Py)=-1, f(Ps)=0, f(Ps)=38.

(b) Calcularemos la integral de linea directamente y usando el teorema de
Green. Observemos que la frontera de la regiéon D, orientada positivamente,
es la curva C' = C7 U (Cy. Entonces

fwyda:—i—:czdy:j{ :L‘ydx+x2dy+f xy dx + 2? dy,
e} Ch

Co
donde
|z =2cost T T _[x=0
Cl:{y:sent ,tG[—Q,Q} y Cg:{y:_t, tE[—l,l].

Calculamos la primera integral

j{ :Eydzz:+x2dy:/2 [2costsent(—2sent)+40052tcost] dt
C1

(MIE]

(VB

= / (—4 sen®tcost + 4 cos® t) dt

|
[NIE]

(MJE]

:/ (—8 sen®tcost + 4 cos t) dt

NIE]

= [—gsengt—i-élsent :g.

I
2

Ahora, calculamos la segunda integral fcz rydr + 2?2 dy = fil 0dt = 0.
Por lo tanto

%xydm+x2dy—§
C 3

Para usar el teorema de Green, comprobamos que la regiéon D es simplemente
conexa y el campo vectorial tiene derivadas parciales continuas en un abierto
que contiene a la regién D. En este caso sabemos que

fM:Uyd:U—FN:L‘ydy—//(a—N—a—M) dx dy.

En consecuencia,

2 rivA—a?
fxyda:—i—xQdy://xdxdy:/ / xdydx
c 0 J-1ivi—a?

/xm——x?dx— [_1( _:[,2)3/2]2:?

3 o 3



Ejercicio 4. Hallar el flujo del campo vectorial F' (z,y, z) = (4w, —2¢2, 22) a
través de la superficie exterior del sélido

2yt <z, 0<2<3,

directamente y usando el teorema de Gauss.

Solucién. La frontera del sélido es la superficie S U Ty U Ts, donde S es el
cilindro (:B - %)2 + y2 = (%)2, 0 < z <3, siendo T y 15 las tapas contenidas
en los planos z = 0 y z = 3 respectivamente. Usando coordenadas cilindricas
desplazadas © = % + rcosf, y = rsenf, z = z, los puntos de S verifican
r=1/2, donde 0 < § < 27. Entonces parametrizamos S mediante

1 1 1
S(0,z) = <§+§COSQ,§SGHO,Z>, 0<f<2m 0<2<3.

El producto vectorial fundamental es

i j k
Sp x S, = —%sen@ %COS@ 0 :<

1 1
—cosf,=senf, 0) ,
0 0 1

2 2

y tiene la orientacién exterior al sélido porque en el punto S (0,0) = (1,0,0),
el producto vectorial Sy x S, (0,0) = (%, 0, O) . Calculamos el producto escalar

F(S(0,z)-SpxS,= <2+2c059,—%sen29,z2> . (% cos@,%sen@,O)
:COSQ-FCOS?Q—iSGHBG

1 1
=cosf + cos® 0 — Zsen9+zsen900829.

El flujo exterior del campo F' a través de S es

3 2

//F.NdS:/ / <COSH+COSQQ—isenﬁ—i—%sen@cos?@) do dz
o Jo

S

2

3 6 sen20 1 1
:/0 [56119—i—§+561jl +ZC089—560839:|0 dz

3
:/ wdz = 37.
0

Parametrizamos las tapas usando coordenadas cartesianas, por lo que

1\? 1\?
Tl (ﬁ,y):($,y,0), TQ(JZ,y):(J?,y,S), donde (%-5) +y2§ <§> .

El producto vectorial fundamental para las dos tapas es el vector (0,0, 1),
luego T} tiene orientacion interior y Th exterior. Dado que

F(Ty (z,y)) - (0,0,—1) = (4z,—2y?,0) - (0,0,—1) = 0

5



el flujo de F a través de T es cero. Finalmente, calculamos
F (T (z,y)) - (0,0,1) = (42, —2y*,9) - (0,0,1) = 9,

por lo que el flujo de F' a través de 15 es

1\> 9z
//F-NdS: // 9dxdy=9n | = | = —.

2 4
T

(v-3)"+v2<(3)’
Entonces, el flujo de F' a través de la superficie exterior del sélido es

9r 21w
F-NdS = _— =
/ S =3+ 1 1
SUTH UTs

Como las componentes del campo tienen derivadas parciales continuas en
el sélido @, el teorema de la divergencia de Gauss asegura que

// F-NdS—///dideacdydz—///(4—4y+2z) dz dy dz.
Q Q

SUT UT,
Para calcular la integral triple usaremos el cambio x = % +7cosf, y =rsend,

z = z. Entonces Q = {(r,0,2): 0<r <1/2, 0<6<2m, 0<2z<3}. Dado
que el jacobiano del cambio es r, tenemos que

1/2 r2n 3

///(4—4y+2z) dxdydz:/ / / (4 —4rsenf + 2z)rdzdf dr
0 o Jo

Q

1/2 ror 5
= / / [47":4: —4r?zsenf + 7"22] 0 do dr
0 0

1/2 p2nm
—/ / (21r — 1272 sen 9) do dr
0 0

1/2 o
:/ [21r9 + 1212 cos 9]0 dr
0

1/2
= / 427y dr
0

= [21777“2](1)/2
_ 2
=T



