CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Fxamen Parcial. 5 de Junio de 2008

Ejercicio 1.
Consideremos la regién plana R = {(a:, y) ER?: 2?2 492 <22, 22 +9% > 2} .
1. Calcular el drea de R.

2. Sea C' la curva frontera de R orientada positivamente. Calcular la inte-
gral de linea

j{C (Qxy — y2) dx + (3:2 + y) dy.

3. Calcular la longitud de C.

Solucién: 1. La regién estd en el interior de la circunferencia r = 2cos#8,
donde 6 € [~ /2,7 /2], y en el exterior de la circunferencia r = /2, donde
0 € [—m,7]. Dado que cos@ = v/2 /2, las coordenadas polares de los puntos
interseccién de las dos circunferencias son 7 = v/2 y § = £ /4. Usando la
simetria de la regién y el cambio a coordenadas polares, obtenemos el drea

2 cos 6
//dxdy—Q/ / rdrde_/4[ 22520 ap
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2. El teorema de Green asegura que

jéc(%y—yQ) dz+ (2% +y) dy = //R 22 — (22 — 2y)] dz dy = //RZydxdy.

Calculamos la integral doble cambiando a coordenadas polares,
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porque cos7 /4 = cos (—m /4).

3. La curva C es la unién de dos arcos C7 y Cs. Sea (1 el arco comprendido
entre —7 /4 y 7 /4 de la circunferencia de radio v/2 con centro en el origen.
Su longitud es /27 / 2. Como la circunferencia 22 + y? = 2z tiene radio 1
y el arco Cy estd comprendido entre —7 /2 y 7 /2, con respecto a su centro
(1,0), su longitud es m. Entonces, la longitud de C es la suma \/§7r/ 2+



Ejercicio 2.

Una caja rectangular se coloca en el primer octante con un vértice en el origen
y las tres caras adyacentes en los planos coordenados como muestra la figura.
Ademsds, el vértice P = (z,y,z) con coordenadas x > 0, y > 0, z > 0,
pertenece al paraboloide de ecuacién 222 + 4% + z = 1. Hallar el punto P que
maximiza el volumen de la caja.

Solucién: Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange al volu-
men V (z,y, z) = zyz, resolviendo el sistema dado por la ecuacién

VV (x,y,2) = AVg(z,y, 2)
y las restricciones
g(z,y,2) =222+ +2=1, z,9,2>0.

Las tres primeras ecuaciones son

yz =4z,
rz=2\y,
Ty =N\

La tercera ecuacién implica yz = 422y, zz = 2zy?, por lo que z = 422 = 2y
usando que y,z > 0. Entonces
z  z 1
g(z,y,2) = 2+§+z:1:>z:§.
Dado que 422 = 1/2, 2y> = 1 /2, donde x,y > 0, el punto P que maximiza

el volumen de la caja es
1 11
P = <_a ) _> )
2¢/2° 272

y el volumen méximo es 1 / 8v2.



Ejercicio 3.

Sea S la porcién del paraboloide z + 1 = 22 + 2, situada debajo del plano
z=1,yseaF(z,y,2) = (0, —2yz,2?). Hallar [[ rot F-NdS, donde N es la
normal exterior al paraboloide, haciéndolo directamente, mediante el teorema
de Stokes, y mediante el teorema de Gauss.

Solucién. Usando coordenadas cilindricas, la ecuacién del paraboloide es
z+1=2x?+9y? = 1%, luego una parametrizacién de la superficie es

S(r,0) = (7"0089,7"86119,7"2 - 1),

donde —1 <72 —-1< 1, por lo que 0 < r < \/§, 0 < 0 < 2. El producto
vectorial fundamental es
i j k
S X Sg=| cosb senf 2r| = (—27“2 cos 6, —2r2 sen 9,7“) .
—rsenf rcosf 0

En el punto S (1,0) = (1,0,0), el vector S, x Sp (1,0) = (—2,0,1) apunta
hacia el interior del paraboloide. Entonces, la normal exterior N tiene la
direccién opuesta al vector S, x Sy. Calculamos

i j k
rotF=VxF=|D, D, D, =2y, —2z1).
0 z—2yz 2?2

En primer lugar, hallamos la integral de flujo directamente
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El teorema de Stokes afirma que [/ gTotF - NdS = 550 F - dr, donde C es
la curva frontera de S orientada positivamente por la normal exterior al
paraboloide N. Observemos que C' es la interseccién de S con el plano z = 1.
Entonces, 72 — 1 = 1 implica r = v/2, y una parametrizacién de C es

r(0) = S(\/Q,Q) = (\/56080,\/5561&9, 1), 0<6<2nm.

Sin embargo, esta parametrizacion de C tiene el sentido contrario a las agujas



del reloj, que es la orientacién opuesta a la inducida por N. En consecuencia,
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Si consideramos el sélido @ cuyas fronteras son S y la superficie T, definida
por 22 + y? < 2, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss implica que

//rotF-NdS—///div(rotF) dxdydz = 0.
Q

sur

Entonces el flujo exterior verifica

//rotF-NdS:—//rotF-NdS.
S T

Si definimos la parametrizacion T (z,y) = (z,y,1) donde 22 + ¢ < 2, el
producto vectorial fundamental

Sy X Sy = = (0,0,1) = N.

O = e
— O~
o o ®

En consecuencia,

//rotF-NdS:— // (2y, —2z,1) - (0,0,1) dx dy
S

z24y2<2

=— // dx dy = —2m.

T2 4y2<2



