CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxzamen de 8 de Septiembre de 2008
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Calcular el volumen del sélido obtenido al girar, alrededor del
eje z, la region acotada por dicho eje y la funcién f : [0, e] — R, definida por

zlnz O0<z<e,
f(m)_{o z =0

Solucién. El volumen, usando el método de los discos, es

V= 7r/ (zlnz)? dz.
0

El cambio de variable ¢t = Inz implica z = e’ y dx = €’ dt, por lo que la
integral se transforma en

1 1
V= 7r/ (e't)? et dt = 7r/ 1263 dt.

Usando integracién por partes, con u = t2 y dv = ¢3! dt, una primitiva es

t2 3t 2
/t2e3t dt = ; — g/te3t dt.

Aplicando de nuevo integracién por partes, con u = t y dv = e dt,

obtenemos
t2e3t 2 [tedt 1
/ c 3 3 < 3 3/°

_ t2e3t 2t et n 2e3t
3 9 27 "

A continuacién, calculamos

: .t , 2t
lim ¢%e¥ = lim — = lim — 5 = Hm ——
t——o0 t——oo e~ 3t t——oco —3e 3t t——o0 9e—3t

=0.

Ademss,
lim te* =0y lim ¥ =0.

t——00 t——00
En consecuencia, el volumen del sélido es

v — e3 2€3+2€3 _563
T3 T Tor ) T o™



Ejercicio 2. Dada la serie de potencias
nz_l 5(n+1)

determinar su radio de convergencia, estudiar la convergencia en los extremos
y aproximar su suma en x = —1 con un error menor que 1 /500.

Solucién. Para determinar su radio de convergencia, usamos el criterio de la
raiz

R= lim ——— — Iy 22D

n—oo n n—oo n
n n
(5(n+1) )

Entonces la serie de potencias es absolutamente convergente en el inter-
valo (—5,5). Para estudiar la convergencia en los extremos del intervalo,
analizamos la serie numérica

g(ﬁ)n 5,1:?(”11)"'

=1 =1

=5.

Dado que
n
n 1 1
lim = lim ——— = - #0,
Nn—00 <n—|—1> N—00 (1+%)n e 7&
tenemos que la serie es divergente. Si x = —5, la serie numérica

> (mmsm) -2 ()

=1

también es divergente porque la sucesién de sus términos no converge a cero.

En x = —1, la serie numérica
o0 n n [o¢]
0 (5ra) =2
n=1 n=1

es alternada porque la sucesién cuyo término general es

n
n 1 1
Qa e _— [ —
" 5(n+1) 57 (1+1)"
es decreciente y converge a cero. Entonces, el error en la aproximacion de su

suma s con la suma parcial sy verifica |s — sy| < anyy1. Dado que ag > 1 /500
y asg = 6.5536 x 10~* < 1 /500, tenemos que la aproximacién pedida es

1 2 2 3 3
- _ —Ga = — - = —8.5597x1072.
§3 = —artaz—as 5(1+1)+<5(2+1)> <5(3+1)> X
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Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de la funcién
f((]?,y,Z) :$2+y—2§2,
sobre el conjunto D = {(z,y,2) e R®:y+2=0, 2?+y? <1}

Solucién. Los puntos del conjunto D satisfacen z = —y, luego podemos
resolver el problema de optimizacién equivalente definido mediante la funcién
g(x,y) = 22 +y — y? sobre el conjunto E = {(x,y) ER?: 22492 < 1}.
En primer lugar, determinamos los puntos del interior del conjunto E que
verifican
Vg (z,y) = (22,1 -2y) = (0,0),

obteniendo el punto P, = (0,1/2) € Int E. A continuacién, aplicamos el
criterio de los multiplicadores de Lagrange, resolviendo el sistema dado por

Vg (z,y) = AVh(z,y)
y la restriccién h (z,y) = 22 + y? = 1. Las dos primeras ecuaciones son
20 =2\,
1—2y=2M\y,
La primera ecuacién implica que (1 —A)x = 0 por lo que A = 1 o bien

x = 0. Si A = 1, usando la segunda ecuacién, tenemos que 4y = 1, luego
2 =1-1/16 = 15/16. Entonces, obtenemos los puntos

ne(2) 5 e ()

Si x = 0 entonces y2 =1, lo que proporciona dos nuevos puntos
Py =(0,1) y P5=(0,-1).

Los valores de la funcién g en dichos puntos son
1 9
g(P) = T 9(P) =g(Ps) = 3’ g(Py) =0, g(P5)=-2,
luego el méximo de g se alcanza en P y P53, mientras que el minimo de ¢
se alcanza en P5. En consecuencia, el minimo absoluto de f se alcanza en el
punto (0,—1,1) € D y es —2, mientras que el maximo absoluto de f es 9/8,
obteniéndose en los puntos

V15 1 1 V15 11
{(T’Z’_Z) ’ (‘T’Z"Z)} b



Ejercicio 4. Sea S; la superficie de ecuacién z = z? 4+ 2y% y sea Sy la
superficie de ecuacién z = 4 — 2.

(a) Calcular el volumen del sélido @ acotado por las dos superficies.

(b) Calcular el flujo de salida del campo vectorial F (z,y,z) = (z,y,2) a
través de la frontera de Q.

(c) Calcular la integral de linea ¢, F - dr, siendo C la curva interseccién de
las superficies Sy y Ss.

Solucién.
(a) Dado que el sélido esté acotado por Sj y Sz, para cualquier (z,y,z) € Q
se verifican las desigualdades x? 4 2y? < z < 4 — 22, que implican

a:2+2y2 §4—x2<:>a:2+y2 < 2.
Entonces, la descripcién del sélido como zy-proyectable es
Q={(z,y,2) eR3: 22 +9y2 <2, 224242 §z§4—x2}.

El volumen de Q) es

VOI(Q)—/// dedydz = // </xj+:; dz) dx dy
Q

r24+y2<2

2m \/5
= // (4—2x2—2y2)dxdy—/ / (4—27’2)7’d7’d9
0o Jo

r24+y2<2

V2

2 7“4 27
:/ {27”2——} d@:/ 2d0 = Ar,
0 2] 0

usando el cambio a coordenadas polares.
(b) El teorema de la divergencia de Gauss implica que el flujo de salida a
través de la frontera de @ verifica

//F-NdS—///didea:dydz—///Sda:dydz—127r,
Fr(Q) Q Q

usando el resultado obtenido en el apartado (a).
(c) Observemos que la curva C es la frontera de la superficie

S:{(m,y7z)€R3:x2+y2§2, z:4—x2}.

El teorema de Stokes asegura que

jf F.dr—//rotF-NdS—//(0,0,0)-NdS—O.
C
S S

Nota: El campo F (z,y,z) = (x,y, z) tiene primeras derivadas parciales
continuas y es conservativo en R3, con potencial f (z,y, z) = % ($2 +y2 + z2).
Entonces, la integral de linea fo F-dr=0.



