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Ejercicio 1.

(a) Dibujar un rectángulo inscrito en el semicírculo y =
√
25− x2, con uno

de sus lados en el eje x.

(b) Calcular las dimensiones y el área del rectángulo del tipo descrito en (a)
que tiene área máxima.

Solución. Los vértices de un rectángulo de este tipo son

(±x, 0) ,
³
±x,

p
25− x2

´
, 0 < x < 5.

Entonces, el área del rectángulo es

A (x) = 2x
p
25− x2,

donde 0 < x < 5. Los puntos críticos del área se obtienen resolviendo la
ecuación A0 (x) = 0, es decir,

A0 (x) = 2

µp
25− x2 − 2x2

2
√
25− x2

¶
=2

µ
25− 2x2√
25− x2

¶
=0

Las soluciones de esta ecuación son

25− 2x2 = 0⇐⇒ x2 =
25

2
⇐⇒ x = ± 5√

2
.

Dado que x ∈ (0, 5) el único punto crítico es x∗ = 5
±√
2 . Si x ∈

¡
0, 5

±√
2
¢

entonces x2 < 25 /2 , luego 25− 2x2 > 0, y la función área es creciente en el
intervalo

¡
0, 5

±√
2
¢
. Si x ∈

¡
5
±√
2 , 5

¢
tenemos que x2 > 25 /2 , por lo que

25− 2x2 < 0, y la función área es decreciente en el intervalo
¡
5
±√
2 , 5

¢
. En

consecuencia, el área máxima se alcanza en x∗ = 5
±√
2 . Las dimensiones y

el área del rectángulo de área máxima son:

base = 2x∗ =
10√
2
= 5
√
2, altura = y∗ =

r
25− 25

2
=

5√
2
, A∗ = 25.
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Ejercicio 2. Determinar la convergencia o divergencia de la integralZ ∞

0

dx√
ex − 1

.

Solución.
En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia

I1 =

Z 1

0

dx√
ex − 1

.

Para aplicar el criterio de comparación por paso al límite, calculamos

lim
x→0

ex − 1
x

= lim
x→0

ex

1
= 1,

lo que implica

lim
x→0

1√
ex − 1
1√
x

= 1.

Dado que la integral
R 1
0 x

α dx converge si y sólo si α > −1, tenemos queZ 1

0

1√
x
dx

es convergente. Entonces, la integral I1 es convergente.

Para estudiar la convergencia de la integral impropia

I2 =

Z ∞

1

dx√
ex − 1

dx,

calculamos

lim
x→∞

1√
ex − 1
1

x2

= lim
x→∞

x2√
ex − 1

= 0.

Dado que la integral
R∞
1 xα dx converge si y sólo si α < −1, usando α = −2,

obtenemos que la integral I2 es convergente. Como ambas integrales son
convergentes, concluimos que la integral es convergente.
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Ejercicio 3. Dada la integral iteradaZ 1

0

Z √2−y2
1

x

x2 + y2
dx dy.

(a) Dibujar la región de integración.

(b) Transformar la integral a coordenadas polares.

(c) Calcular dicha integral.

Solución.
(a) La región de integración es la porción del semicírculo x2 + y2 ≤ 2, y ≥ 0,
situada a la derecha de la recta x = 1, es decir con x ≥ 1.
(b) Transformando a coordenadas polares, tenemos que r ≤

√
2 y r cos θ ≥ 1,

por lo que
1

cos θ
≤ r ≤

√
2.

La intersección de la recta x = 1 con la semicircunferencia x2 + y2 = 2,
y ≥ 0, es el punto (1, 1), por lo que el ángulo 0 ≤ θ ≤ π /4 . Además

x

x2 + y2
=

r cos θ

r2
=
cos θ

r
.

Entonces la integral en coordenadas polares esZ π/4

0

Z √
2

1/cos θ

cos θ

r
r dr dθ.

(c) Calculamos la integralZ π/4

0

Z √
2

1/cos θ
cos θ dr dθ=

Z π/4

0

µ√
2− 1

cos θ

¶
cos θ dθ

=

Z π/4

0

³√
2 cos θ − 1

´
dθ

=
h√
2 sen θ − θ

iπ/4
0

=1− π

4
.
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Ejercicio 4. Sea S la porción del elipsoide x2+y2+3z2 = 1, situada encima
del plano z = 0 y sea F (x, y, z) =

¡
x+ y3, 2y − ez,−3z − 1

¢
. Calcular el flujo

de F a través de S en la dirección exterior al elipsoide.

Solución. Si consideramos el sólido Q cuyas fronteras son S y la superficie
T, definida por x2 + y2 ≤ 1, z = 0, el teorema de la divergencia de Gauss
implica que ZZ

S∪T

F ·N dS =

ZZZ
Q

divF dxdy dz.

Calculamos la divergencia del campo vectorial

divF = Px +Qy +Rz = 1 + 2− 3 = 0

Entonces el flujo exterior de F a través de S verificaZZ
S

F ·N dS = −
ZZ
T

F ·N dS.

Si definimos la parametrización T (x, y) = (x, y, 0) donde x2+y2 ≤ 1, el vector
normal con orientación exterior es N = (0, 0,−1). En consecuencia,ZZ

S

F ·N dS =−
ZZ

x2+y2≤1

¡
x+ y3, 2y − 1,−1

¢
· (0, 0,−1) dx dy

=−
ZZ

x2+y2≤1

dx dy

=−π.
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