CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen Final. 1 de Julio de 2009
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1.

(a) Dibujar un rectdngulo inscrito en el semicirculo y = v/25 — 22, con uno
de sus lados en el gje z.

(b) Calcular las dimensiones y el area del rectangulo del tipo descrito en (a)
que tiene drea méaxima.

Solucién. Los vértices de un rectdngulo de este tipo son
(+1,0), (j:x, m> . 0<z<5.
Entonces, el drea del rectdngulo es
A(z) = 22/25 — a2,

donde 0 < & < 5. Los puntos criticos del drea se obtienen resolviendo la
ecuacion A’ (z) = 0, es decir,

ww= (V- )

2<25—2x2>
V25 — 12
=0

Las soluciones de esta ecuacién son

2
25—2x220<:>x2:75<:>x:j:i.

V2

Dado que x € (0,5) el dnico punto critico es z* = 5/\/5 Size (O, 5 /\/5)
entonces 2 < 25 /2, luego 25 — 222 > 0, y la funcién drea es creciente en el
intervalo (0,5/\/5). Sixe (5 /\/5 ,5) tenemos que x? > 25 /2, por lo que
25 — 222 < 0, v la funcién drea es decreciente en el intervalo (5 / V2 ,5). En
consecuencia, el drea mdxima se alcanza en z* =5 / V2. Las dimensiones y
el drea del rectdngulo de drea mdxima son:

10
V2

2
=5V2, altura=y* = 25——5:i A* = 25.

5 =5

base = 2z* =



Ejercicio 2. Determinar la convergencia o divergencia de la integral

/°° dx
0 et — 1

Solucién.
En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia

I / L dx
! 0o ver—1 .
Para aplicar el criterio de comparacién por paso al limite, calculamos

et —1 . e

lim = lim — =1,
z—0 z—0 1
lo que implica
1
T __
lim Y=L g
x—0 1

Dado que la integral fol x® dx converge si y sélo si a > —1, tenemos que

1
1
—dz
/0 vz
es convergente. Entonces, la integral I es convergente.

Para estudiar la convergencia de la integral impropia

*®  dx
Ir = ——dz,
1 et —1
calculamos 1
2
T __
lim efl: lim ———— = 0.
T—00 r—00 et — 1
z2
Dado que la integral floo x® dx converge si y sélo si a < —1, usando a = —2,

obtenemos que la integral Iy es convergente. Como ambas integrales son
convergentes, concluimos que la integral es convergente.
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Ejercicio 3. Dada la integral iterada

LA
0 J1 = +y

(a) Dibujar la regién de integracion.
(b) Transformar la integral a coordenadas polares.

(c¢) Calcular dicha integral.

Solucién.
(a) La regién de integracion es la porcién del semicirculo x2 + 42 < 2, 3 > 0,
situada a la derecha de la recta z = 1, es decir con = > 1.

(b) Transformando a coordenadas polares, tenemos que 7 < V2yrcosf >1,
por lo que

1
<r<v2.
cos 0

La interseccién de la recta = 1 con la semicircunferencia 2 + % = 2,
y >0, es el punto (1, 1), por lo que el dngulo 0 < 0 < 7 /4. Ademds

T rcos  cosb

x2 + 92 r2 r

Entonces la integral en coordenadas polares es

/4 2
/ / o0 ar do.
0 1/cos® T

(c) Calculamos la integral

/4 V2 w/4 1
/ / cos@drd&z/ <\/§——>0059d9
0 1/cos 6 0 cos 6
w/4

—/0 (ﬁcos&—l) do

= [ﬂsen&— 9}2/4
-1-I
1



Ejercicio 4. Sea S la porcién del elipsoide z2 + 32 + 322 = 1, situada encima
del plano z =0y sea F (z,y,2) = (a: + 13,2y — €%, -3z — 1). Calcular el flujo
de F' a través de S en la direccién exterior al elipsoide.

Solucién. Si consideramos el sélido @) cuyas fronteras son S y la superficie
T, definida por 22 + 32 < 1, z = 0, el teorema de la divergencia de Gauss

implica que
//F-NdS = ///didea:dydz.
Q

sur

Calculamos la divergencia del campo vectorial
divF =P, +Qy+R.=14+2-3=0

Entonces el flujo exterior de F' a través de S verifica

/S/F-NdS:—é/F-NdS.

Si definimos la parametrizacién T (z,y) = (x,,0) donde 22432 < 1, el vector
normal con orientacién exterior es N = (0,0, —1). En consecuencia,

//F-NdS—— // (z+y* 2y —1,—1) - (0,0,—1) da dy
S

x24+42<1

— [ dzay

x2492<1
= —Tr.



