CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Examen Parcial. 13 de Junio de 2009

Ejercicio 1.
(a) Encontrar y clasificar los puntos criticos de la funcién

f($7y):3xey_$3_63y7 <xay) €R2'

(b) Hallar el plano tangente a la grafica de f en el punto (0,0, —1).

(c) Calcular la distancia minima del punto (1,0, 1) al plano tangente obtenido
en (b), usando el método de los multiplicadores de Lagrange.

Solucién.
(a) Los puntos criticos de la funcién se obtienen resolviendo el sistema

fo=3eY —32% =0,
fy=3we¥ — 3% = 0.

Sustituyendo la primera ecuacién ¢V = 22 en la segunda, tenemos que z3 = 29,

luego 23 (:U3 — 1) = 0. Dado que 22 = eV > 0, el valor z = 0 no es solucién
del sistema. Por tanto x = 1, y = 0 es el dinico punto critico de la funcién.
Para clasificarlo, calculamos f., = —6x, fzy = 3¢¥ = fyz, fyy = 3we? — 9e3Y,
por lo que el determinante

H (1,0) = det [_g _2} =36—-9=27>0.
Dado que la entrada a;; = —6 < 0, concluimos que f tiene un méximo local

en (1,0).

(b) El punto (0,0, —1) pertenece a la grafica de f porque f(0,0) = —1.
Dado que f;(0,0) =3y f,(0,0) = =3, la ecuacién del plano tangente a la
grafica de f en el punto (0,0, —1) es z+ 1 = 3z — 3y, es decir 3z —3y —z = 1.

(c) Aplicaremos el método de los multiplicadores de Lagrange a la funcién
cuadrado de la distancia al punto (1,0,1) definida por

h(x,y,z) = ($— 1)2+y2+ (Z_ 1)27
sujeta a la restriccion g (z,y,2) = 3z — 3y — z = 1. El sistema Vh = AVyg es

2(x—1)=3)\,
2y = =3,
2(z—1)=-\



Entonces, x —1 = —y = =3(2 — 1), lo que implica z =1 -y, 2z =y /3 + 1.
Sustituyendo en la restriccién 3z — 3y — z = 1, obtenemos

Y 19 3

porlo que z =16 /19 y z = 20 /19. El punto del plano mds cercano a (1,0, 1)
es (16 /19,3 /19,20 /19) y la distancia minima es

. 16 2 7/3\? /20 2 V19
e (B (B (B ) -




Ejercicio 2.
Sea R el paralelogramo limitado por las rectas x — 2y = 0, z — 2y = 4,
3r —y =1, 3x —y = 8. Calcular la integral doble

//:C_dexdy.
3 —y
R

Solucién. Definimos dos nuevas variables ©w = x — 2y, v = 3x —y. Aplicando
el teorema del cambio de variable,

=T ] -

Calculamos el determinante jacobiano del cambio inverso

0 (u,v)  det [1 —2} 5,

‘ du dv.

7

0 (z,y) 3 —1

por lo que el determinante jacobiano del cambio de variable es
I(z,y)| 1
d(u,v)| 5

En consecuencia,

_ 8
//a: 2ycl:vdy:1 udu 1 dv
3z —y 5) 1 v

R




Ejercicio 3.

Sea S la porcién del paraboloide z = 22 4+ y2, que estéd por debajo del plano
z =,y sea F(z,y,2) = (—zz,z,y%). Hallar el flujo [[;rot F-NdS, donde
N es la normal exterior al paraboloide, haciéndolo directamente, mediante el
teorema de Stokes, y usando el teorema de Gauss.

Solucién. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo vectorial

ik
rotF=VxF=|D, D, D, |=(2y,—z,1).
—xz P

Parametrizamos la superficie S mediante S (z,y) = (:L‘, y, 2 + y2) , donde
2?2 +y? < z. El producto vectorial fundamental es

k

Sy X Sy = 2z | = (—2z,—2y,1).

O = e
= O e

[\
<

En el punto S (0,0) = (0,0,0), el vector S, x .S, (0,0) = (0,0, 1) apunta hacia
el interior del paraboloide. Entonces, la normal exterior N tiene la direccion
opuesta al vector S; x Sy,.

Calculamos directamente el flujo exterior

// rot F-NdS=— // 2y, —z,1) - (—2z,—2y,1) dx dy
S

z2+y?2<z
= // (2zy — 1) dz dy.
22 +y? <z

Para calcular esta integral doble, usamos coordenadas polares, por lo que
el recinto de integracién es

{(r,@):—gSGSg, 0§r§cos€}.



Entonces

1 cosb 0 2 2 1+ cos?20
5([_ 6 } _/z 2 de)

Aplicando el teorema de Stokes, el flujo exterior

//rotF-NdS:}I{F-dr,
S C

donde C' es la curva frontera de S orientada positivamente por la normal

exterior al paraboloide N. Observemos que C es la interseccién del plano
z = x con el cilindro

1\? 1)\?
x2+y2:$<:><m—§> +y2:<§).

Parametrizamos la curva C mediante

(t) 1+1 tl t1+1 t 0<t<2
r = | = — COS — sen = — COS .
2 2 "2 22 ’ -

Dado que r(0) = (1,0,1) y (7 /2) = (1/2,1/2,1/2) la curva C tiene la
orientacién opuesta a la inducida por N. En consecuencia,

ﬁF-dr——/:ﬂF(r(t)).r'(t) dt

4 2

T 1 9 1 1,
——/ = (1+cost)”sent+ — (1 4+ cost)cost — <=sen’t | dt
s \8 4 8

1 [2r 1 /271 ot 1]t 212"
———/ cos? tdt = ——/ S rcoss dt = —= | =+ =on
0 0 2 4|2 4,

/QW 1(1+ t)21+1 £ L sent Lent, L cost, —% sent
= — —_— COS b — COS T, — Ssen | —=SsSent, - CoSt, —— sen
0 4 2T 27" T2

)



Si consideramos el sélido Q cuyas fronteras son S'y la superficie T', definida
por 22 + y? < x, z = x, el teorema de la divergencia de Gauss implica que

//rotF NdS = ///le (rot F) dzdy dz = 0.

SUT

Entonces el flujo exterior verifica

//rotF-NdS:—//rotF-NdS.
S T

Si definimos la parametrizacién T (z,y) = (z,y,z) donde 22 + y? < z, el
producto vectorial fundamental

T, x T, = = (~1,0,1).

O = e
— O~
o~ R’

En consecuencia,

//rotF NdS=- // (2y, —x, (—=1,0,1) dzdy

z2492<z

- // (1 —2y)dzdy

2+y2<$

cos 6§
/ (1 —2rsenf)rdrdd
0

\

SIE] ol

cos 6
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— §r3 sen 9] df
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