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Ejercicio 1. En un circulo de radio a se toma un didmetro PO(Q). Sobre la
perpendicular al circulo en el punto O y a una altura h se encuentra el punto
V. Consideremos la pardbola con vértice en el punto V' y que pasa por Py
Q. Sea el tridangulo de vértices A, B, C, donde A y B estén sobre el circulo y
C sobre la parabola, todos ellos en un plano perpendicular al didmetro POQ.
Calcular el volumen del sélido generado al mover el tridngulo ABC' desde P
hasta Q.

Solucién. Elegimos un sistema cartesiano de coordenadas con centro en el
punto O, eje = que contiene el didmetro POQ, eje y en el plano que contiene
el circulo de radio a y eje z que contiene el segmento OV. En primer lugar,
obtenemos la ecuacién de la pardbola PV Q. A partir de la ecuacién general
de una pardbola y (z) = pz® + gz + r, su vértice verifica y(0) = r = h y
ademds 3 (0) = ¢ = 0. Entonces y (z) = px? + h. Dado que la pardbola pasa
por los puntos P = (—a,0) y @ = (a,0), tenemos que

h
y(ia):pa2+h:O:>p:—$.

Por tanto, la ecuacién de la pardbola, que coincide con la altura del tridngulo
ABC, es



Observemos que la base del tridngulo ABC es la distancia entre los puntos del
circulo 22 +y? = 1, cuyas coordenadas son <x, a? — x2> y (ZL‘, —Va? — w2>.

Es decir, la base es 2v/a? — 22. En consecuencia, el drea de la seccién trian-
gular es

M) = V= (= ) = 5 (@), cagase

El volumen del sélido generado al mover el tridgngulo ABC', desde P hasta
@, se obtiene integrando el drea de las secciones triangulares

“ h ¢ 3/2 2h [ 3/2
V= 7aA(a:) da:z; (a2—x2) dmz; ; (a2—x2) dx
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a* cos* 0.df = 2ha® / cos* 0 do,
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usando el cambio de variable © = asenf, —7 /2 < 6 < 7 /2. Para encontrar
una primitiva, tenemos que

1 20\? 1
cos* 0 = (%) =1 (1 + 2cos 20 + cos? 20)
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1
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1
:§<3+4C0829+COS49).

Asi concluimos que el volumen es
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Ejercicio 2. Hallar la serie de Maclaurin para la funcién

X

f(m):m

determinando su radio de convergencia.

Solucién. Derivando la serie geométrica

o

1
1_x:Zx”, —-l<x<l,

n=0
obtenemos -
1 n—1
—_— = nT —-1l<z<l.
TP P
Entonces la serie de Maclaurin es

f(x)—ﬁ—;m:”, “l<z<l.

El radio de convergencia de la serie de potencias es

R = lim

n—oo

an+41

por lo que la serie es absolutamente convergente en el intervalo (—1,1). En
los extremos z = —1 y x = 1, las series numéricas

(=D)"ny Y on
n=1

son divergentes porque no cumplen la condicién necesaria de convergencia.

e}

n=1
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Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de la funcién

1 1
f(xay) = 51'3 - Zx+y27

sobre el disco unidad D = {(z,y) € R? : 2% + 32 < 1}.

Solucién. En primer lugar, determinamos los puntos del interior del conjunto
D, es decir 22 + 9% < 1, que verifican

Vi) = (- 1) = 0.0),

obteniendo los puntos criticos P; = (—=1/2,0)y P» = (1/2,0), que pertenecen
al interior de D. Para analizarlos, calculamos la matriz hessiana

_ Jra [z o 2z 0
wen= (7 4)=(%52)

En los puntos P, y P>, dicha matriz es

H(—1/2,0):<_(1) g) H(1/2,0):<(1) g)

En el punto P el determinante es —2, luego f tiene un punto de silla y en
dicho punto no se alcanzan los valores extremos de f. En el punto P» el
determinante es 2 y fzr =1 > 0, por lo que f tiene un minimo local en Ps.
Para analizar la funcién en el circulo unidad z? 4+ 32 = 1, aplicamos el
método de los multiplicadores de Lagrange, resolviendo el sistema dado por

Vf(z,y)=AVg(z,y)
y la restriccion g (z,y) = 22 +y? = 1. Las dos primeras ecuaciones son

2 1

T —4:2)\30,

2y =2\y,

La segunda ecuacién implica que (1 —A)y = 0 por lo que A = 1 o bien
y = 0. Si A = 1, usando la primera ecuacién, tenemos que x> — 2z — 1 /4 =0,

luego
24+1+1 V5

4



Usando la ecuacién 22 + y? = 1, tenemos

x—l—\/?5:>y2—1—a:2—1—<1—\/5+2>—\/_—Z>O,

5 5 5
x—1+§:>y2—1—x2—1—<1+\/5+1>——\/5—Z<0.

Dado que la segunda desigualdad y? < 0 es imposible, el tinico valor de z es
el primero. Asi obtenemos los puntos

sz(l—é, \/_—§) y P4:<1—£ \/_—§>.

2 4 2 4

Si y = 0 entonces la ecuacién de la restriccién implica que 2 = 1, lo que
proporciona dos nuevos puntos

P5:(170) y PGZ(_17O)'

Los valores de la funcién f en dichos puntos son

1 1 1

o J(Ps) = (P) 101503, f(P5) =7, f(Rs) =5

f(P)=— B

luego el maximo absoluto de f se alcanza en P3 y P4, mientras que el minimo
absoluto de f se alcanza en Py y Pg.



Ejercicio 4. Dada la regién plana

R:{(x,y)ERQ:()gyg\/Zx—a:?, 3321},

sea C' la curva frontera de R con orientacién positiva. Calcular la integral

7{ —y?dx + x dy,
C

directamente y usando el teorema de Green.

Solucidén.
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La curva frontera de R con orientacién positiva verifica C' = C; UCy U Cs,
donde C se parametriza con r; (t) = (£,0), 1 <t < 2. Observemos que Cs es
el trozo de la circunferencia

y2:Qx—xQ<:>a:2—2$+y220<:>(x—1)2+y2:1

tal que z > 1, y > 0. Entonces 72 (t) = (1+cost,sent), 0 < ¢t < 7/2,
es una parametrizacién de Cs. Finalmente, parametrizamos C3 mediante
rg(t) = (1,1 —1¢), 0 <t¢ < 1. Calculamos las integrales de linea

2
/ —dex—i-a:dy—/ 0dt =0,
C1 1
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1
/—yzdac—i-a:dy—/ —dt = —1.
Cs 0

En consecuencia, el valor de la integral es

é ) 2
2
A Yy axr +xay 3+4 3+

El teorema de Green asegura que

chdeery—//(Qx—Py) dzx dy.
R

La regiéon R = {(a:,y) ER?:1<x<2, 0<y< v2x—x2}, por lo que

j{—yzdx+a:dy://(1+2y) dx dy
¢ R
://dwdy—i—//dexdy
R R
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