CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon

Examen Final. 5 de Julio de 2010
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Sea L la recta tangente a la grafica de la funcién y = Inx
en el punto (a,b) tal que Ina > 1. Sea (0, ¢) el punto en el que L corta
al eje y.

(i) Calcular la distancia ente los puntos (0, ) y (0, c).

(ii) Hallar el drea de la regién acotada por el eje x, el eje y, la recta L
y la gréfica de y = In x.

Solucién. (i) La ecuacién de la recta L es

1
y—b—a(ac—a).

La coordenada ¢ del punto en el que L corta al eje y verifica

1
—b==(0—
c-b=1(0-a),
por lo que ¢ = b— 1. Entonces, la distancia ente los puntos (0, ) y (0, ¢)

esb—c=1.

(ii) El drea de la regién acotada por el eje x, el eje y, larectay = by
la grafica de x = e¥ menos el drea del tridngulo con vértices (a,b), (0,b)
y (0,¢), es el drea pedida. Entonces

b
a a a
A: yd __:b_].——: —]_——:
/0‘6 Y 5 & 5 a 5 5 s

porque b = Ina < €’ = a.



Ejercicio 2.

(i) Derivacién e integracion de series de potencias.

(ii) Calcular la suma de la serie

o0
2 : n+1
non’

n=1

Solucién. Integrando la serie geométrica

obtenemos

m(l+a)=Y (-1)" ;f+ =Y (=

Entonces, la suma de la serie es

e}

1

n+1

R i
> (= n5" n<+5> n(

n=1
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Ejercicio 3. Calcular los extremos absolutos de la funcién
flay)=2"+y"+2+a+y+z

sobre el conjunto D = {(z,y,2) ER3 : 22 + 12 + 22 <1, y+2=1}.

Solucién. Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, calcu-
lamos los extremos de f sujetos a la restriccién g (x,y, z) = y+2—1= 0.
Resolvemos el sistema V f = A\Vg, dado por

2¢+1=0,
20 + 1=\,
2z4+ 1=\
La solucién es © = —1 /2, y = z, por lo que la restricciéon y + z = 1

implica y = z = 1/2. Dado que el punto P, = (=1/2,1/2,1/2)
satisface la desigualdad z? + y? + 2% < 1, hemos obtenido un candidato
a extremo.

A continuacion, obtenemos los extremos de f con las restricciones

g(l’,y,Z):y—l-Z—l =0,
h(z,y,2)=2+y*+22—1=0.
Para ello resolvemos el sistema V f = AVg 4+ uVh, dado por
20 +1=2uz,
2y + 1=+ 2uy,
224+ 1=X+2pz.
Restando la tercera ecuacién de la segunda
y—z=py—2)<=y—2(1—p)=0<=p=1 obien y ==z

Si ;1 = 1 entonces la primera ecuacion es 2z + 1 = 2z, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, y = z, lo que implica, usando y 4+ z = 1,
que y = z = 1 /2. La segunda restriccién 22 + y? + 22 = 1 implica que
72 =1-1/4 —1/4 = 1/2. En consecuencia, obtenemos los puntos

P=(-1/v2,1/2,1/2)y Ps=(1/V2,1/2,1/2).
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Finalmente, evaluamos los valores de f en los tres puntos obtenidos

f(P)=f(-1/2,1/2,1/2)=3/4+1/2 =5/4 =1.25,
f (P Zf( /\f 1/2, 1/2)_2—1/\f~129289
f(P =f( /\/_ 1/2, 1/2)_2+1/\/_~270710

En consecuencia, el maximo absoluto se alcanza en P; y el minimo ab-
soluto en P;.



Ejercicio 4. Sea S la porcién del paraboloide z = 2 — 22 — 3% que se
encuentra en el interior del cono z = /22 + y2. Dado el campo vectorial
F(x,y,2) = (y, 2z, zz) , calcular el flujo exterior del campo rot F' a través
de S, directamente, usando el teorema de Stokes y aplicando el teorema
de Gauss.

Solucién. La interseccién del paraboloide z = 2 — 22 — 42 con el cono
2 = /22 + y2 verifica z = 2 — 22 con z > 0. La solucién de la ecuacién

224+2—2=0es
z—_li‘/1+8—{ 1
=5 =)_3

Por tanto, la interseccién es la circunferencia x? + y? = 1, contenida en
el plano z = 1. Como los puntos de la superficie S estén en el interior
del cono, sus coordenadas verifican 1 < 2z = 2 — 22 — 9% < 2, lo que
implica 0 < 22 + y? < 1. Entonces, elegimos la parametrizacion

S(x,y) = (x,y,Q—xQ—yz) donde 0 < 2% +4% < 1.

El producto vectorial fundamental es

ik
Sy xSy=11 0 —22|=(22,2y,1).
0 1 —2

En el punto S(0,0) = (0,0,2), el vector S, x S, (0,0) = (0,0,1)
apunta hacia el exterior del paraboloide. A continuacién, calculamos el
rotacional del campo F',

i j k
rot F=VxF=|D,D,D,|=(0,—z1).
Yy 2x zx

Entonces,

rot F' (S (z,y)) - (Se x Sy) = (0,2 +y* — 2,1) - (2z,2y,1)
="+ —-2)2y+ 1.



El flujo exterior del campo rot F' a través de S es

//rotF~NdS: // [(2? + 9> —2) 2y +1] dady

r24y2<1

1 2
:// [(r2—2)2rsen9+1}rd0dr
o Jo
1

:/ [2r% (2 — 7%) cos 0 + 7] 3” dr

0

1 r2 1
:27r/ rdr =2 [—} = T.
0 2 o

El teorema de Stokes asegura que

//rotF‘NdS:]{Fdr,
c
S

donde C es la curva frontera de S, es decir, la circunferencia 2 +1% = 1,
contenida en el plano z = 1. Parametrizamos C' mediante

c(f) = (cosf,senf,1) donde 6 € [0,27].

Observemos que la orientacién inducida por la normal exterior al
paraboloide coincide con la orientacién de C'. Calculamos la integral de
linea

2m 2m
/ Flc(9)] - (0) d@z/ (senf,2cosf,cosf) - (—senb,cosh,0) dd
0 0
27
:/ (2 cos? ) — sen? 9) do
0

cos 20 + cos? 9) do

1 20
cos 20 + H%) df

27
:/ <1+3c0320) o
0 2

[9 N 3 sen 29] 2
2 4 0

Si consideramos el sélido () cuyas fronteras son S y la superficie 7T
definida por 22 +4? < 1, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss

implica que
//rotF‘NdS: ///divrothxdydz =0.
Q

sSuT

I
O\
¥
—~

= T.
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Entonces el flujo exterior de rot F' a través de S verifica

//rotF-NdS:—//rotF-NdS.
S T

Si definimos la parametrizacion T (z,y) = (x,y,1) donde 2? +y* < 1, el
vector normal con orientacién exterior es N = (0,0, —1). En consecuen-

cia,
//rotF-NdS:— // (0,-1,1) - (0,0, 1) dz dy
S

x24+9y2<1

:// dvdy = .

x24+92<1



