CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2001
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Obtener la expresion en que se transforma 2, +225, 42y, al cambiar
las variables independientes (x,y) por (u,v) y la funcién z por w, considerando
que unas y otras estdn relacionadas por

u—+wv uU—v u? —v?
fry s y: s z =
2 2

X

Solucién. En primer lugar, obtenemos u = x +y, v = x —y. A continuacién,
calculamos

Zy = ZylUg + Z2yUp = 2y + 2o,

Zy = Zylby + 2yVy = 2y — Zy-
Usando estos resultados, obtenemos

(fo):r = (zfr)u U’IE + (Zm),u UIE = Zuu + Zvu + Zuv + Z’U’L}y
(zfr)y = (Z:r)u Uy + (Zm)v Uy = Zyy T Zyu — (Zuv + 2o0)

(Zy>y = (Zy)u Uy + (Zy)v Vy = Zyu — Rvu — (Zuv - Z’uv) .
Suponiendo que las derivadas cruzadas coincidan, tenemos que
Zyg + 225y + 2yy = 424y

Finalmente,

2u i 1
Zy = — —w, y ademds z,, = 3~ Wy -

4

Entonces, la expresion transformada es 2 — 4w,,,.



Ejercicio 2. De entre todos los planos que contienen al punto (a, b, c) situado
en el octante positivo, determinar el que hace minimo el volumen del tetraedro
que forma con los planos coordenados.

Solucién. Consideremos el tetraedro cuyos vértices son (0, 0, 0), («, 0,0), (0, 3,0)
y (0,0,7). Calculamos su volumen integrando el drea de las secciones, que son
tridngulos de vértices (x,0,2), (0,y,2), (0,0,z2), donde 0 < z < . Es decir,

N
1% :/ A(z) dz, donde A(z) = %a:y.
0

Sabemos que el vértice (z,0, z) es un punto de la recta contenida en el plano
y = 0, que pasa por (a,0,0) y (0,0,7). La ecuacién de esta recta es x — a =

o . o . .
— | z, es decir . = a— —z. El vértice (0, y, z) pertenece a la recta contenida en
Y v
-3

el plano x = 0, que pasa por (0, 3,0) y (0,0,7) . Su ecuacién es y — = (7> z,

es decir y = 3 — ﬁz Entonces,
Y

El volumen del tetraedro es
[V (af ap af fap  ap2?  aB 2]
V_/O(Q_WZJFZ“Y?Z dz = 2z—72—|—27230

_aby _aBy  ofy
2 2 6

1

Si Ax+ By+Cz+ D = 0 es la ecuacién del plano no coordenado que contiene
a los veértices (a,0,0), (0,3,0) y (0,0,7), tenemos que

Aa+D =0, B6+D =0, Cy+ D =0.

D D
Estas ecuaciones implican que A = ——, B = _E’ C = ——, por lo que la
«Q Y
ecuacion del plano es
D D D
——x——y——z+D:O<:>£~l—g+i—1:O.
a 7y a [



En consecuencia, debemos resolver min %Ozﬁ’y, entre los planos con vértices en
los puntos (a, 0,0), (0,,0), (0,0,7) y que contienen al punto (a,b,c). Es decir,
obtener el minimo de f («, 3,7) = %aﬁy sujeto a la restricciéon

a b ¢
a.fy)=—+—=+--1=0.
g(a,8,7) at5ts

Usando multiplicadores de Lagrange, tenemos que V f = AVg implica

1 a 1 b 1 c
667 042’ 60[7 /62’ 6aﬂ

A partir de ellas, obtenemos

1 a 1 b 1 c
Cafy =M=, afy=-A=, —afy=—\- 1
6@57 = 6aﬁv 5 6a57 (1)

Sumando las tres ecuaciones y usando que g (a, 3,7) = 0,

b ¢
Zafy = -\ =
aﬁ7 ( 8 7)

Si sustituimos el valor de A en las ecuaciones (1) tenemos que
a=3a, f=3b, v=3c

El plano que hace minimo el volumen es el que contiene a los puntos (3a, 0,0),
(0,3b,0) v (0,0,3c), cuya ecuacién es
Y Y

SR AR P o3
+%+ —+ 5+

1
El volumen minimo es V = 6 (3a) (3b) (3¢) = gabc.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2001
SEGUNDA PARTE
Ejercicio 3. Sea S el trozo del cono 2% = y2+ 22, interior al cilindro 2% +%? = a?
y situado en el octante positivo > 0, y > 0, z > 0. Calcular el drea de S.

Solucion.
(A) Usando coordenadas cilindricas © = rcost, y = rsent, tenemos que

z=/22 —y2 =Vr2cos?t — r2sen?t = rv/cos 2t,

™
donde cos 2t > 0, cost > 0y sent > 0 implican que 0 < t < —. Ademss, el trozo
2

de cono es interior al cilindro, por lo que 7% cos?t + r?sen?t < a2, es decir, r < a.

Entonces, la parametrizacién de S es

T
S(r,t)= (rcost,rsent,r\/cos%) , 0<r<a, 0<t< 1
Obtenemos un vector paralelo al vector normal a la superficie mediante
i j k
S %S — cost sent +/cos2t
roet rsen 2t

—rsent rcost —

v/ cos 2t

rsentsen 2t r costsen 2t
= <—— — rcostVcos 2t, ———— — rsentVv cos 2t, 7“)
v/ cos 2t v/ cos 2t

<—rsentsen2t —rcostcos2t rcostsen2t — rsentcos?2t >
,T

v/ cos 2t ’ v/ cos 2t

<—r cost [2sen?t + cos 2t] rsent[2cos? t — cos 2t] )
= 77’

v/ cos 2t ’ v/ cos 2t

—rcost rsent

= ) 7r N
<\/0082t Vcos 2t )

A continuacién, calculamos

r? 1+ cos 2t
S’l‘ X S 2 = 2 fry 2 S — .
H t” cos 2t tr r cos 2t

Entonces, el drea de S es

w/4  pra w/4  pa 1 21t
drea(S):/ / 1S, % S| drdt:/ / B LY
0 0 0 0 cos 2t
_ r a/”/4 /1+0082tdt:a_2/7r/4 /1+C082tdt.
21,Jo cos 2t 2 Jo cos 2t



Dado que 1+cos 2t = 2cos?t y cos 2t = cos?t—sen?t = 1 —2sen?t, la integral

/4 1+ cos 2t /4 V2 cost L du .
——dt = ——dt = ——— = |arcsenul, = -,
0 cos 2t o V1—2sen?t 0 V1—u? 2

., a
donde u = v/2sent. En consecuencia, drea (S) = ——= = —.

(B) Usando coordenadas cartesianas (y, z), tenemos que = = /y? + 22. La su-
perficie S es interior al cilindro, por lo que 22 4 y? = 2y + 22 < a%. Entonces, la
parametrizaciéon de S es

Sy, z) = ( y2+z2,y,Z>, (y,2) € D,

donde D = {(y,2) € R?: 2y? + 2% < a? y >0, z>0}. A partir de la ecuacién
2 = y? + 2%, obtenemos 2zx, = 2y, 2zz, = 2z, lo que implica

El area de la superficie es

2 2
drea(S)z//,/l#—:Eg—l—mgdydz://\/14-y ;_22 dydz
D D
://ﬂdydz,
D

porque y? + z? = 22. Observemos que

2 2

L+ 5 <1
a

(&)

Entonces, [, dydz es el drea de la cuarta parte (y > 0, z > 0) de la regién

wa?

. . . a . ‘
encerrada por una elipse de semiejes — y a. Dicha drea es —=, por lo que

V2 42

22 + 2° < a® =

ra?  mwa?

area (S) = 2m: 1



Ejercicio 4. Sea F el campo vectorial F (z,y,2) = (22, zy,72) y sea S la
superficie del ejercicio anterior. Calcular la integral [ gTot F'-ndS, con la normal
exterior al cono, directamente y usando el teorema de Stokes.

Solucién. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo F,
i j k
rot F =V xF=|D,D,D,| =(0,—z7y).
2?2 xy w2

(A) Usando coordenadas cilindricas, la parametrizacién de S es

S(r,t):(rcost,rsent,r\/cos2t>, 0<r<a, O§t<%,

—rcost rsent
STXSt: < >

) 7r
Vcos 2t +/cos 2t

Dado que en el punto S (a,0) = (a,0,a), el vector S, x S;(a,0) = (—a,0,a)
apunta hacia el exterior del cono, tenemos que la normal exterior a S tiene el
mismo sentido que S, X S;. En consecuencia,

rot F'-ndS = (rot F') (S (r,t)) - (S, x St) drdt
= (0, —rv/cos 2t, r sen t) - (Sy x Sy) drdt

= (—7“2 sent + 72 sen t) drdt = 0.

//rotF-ndS:O.
S

El teorema de Stokes asegura que

//rotF~ndS:]{F~dr,
c
s

donde C' = C; U Cy U C;5 es la curva frontera de S. La parametrizacién de C es

r1(t) = S (a,t) = <acost,asent,a\/0082t> , 0<t< %

La integral pedida es

™

a a
Como ry (0) = (a,0,a) yr (—) = <—, —,0) , la orientacion inducida por

la normal exterior al cono coincide con la orientacién de C;. Dado que

Flr (t)] = <a2 cos’t,a’sent cost, a* costv/cos 2t> )

, asen 2t
ry(t) = [ —asent,acost,— ,

v/ cos 2t




su producto escalar es

Flri(t)] -7} (t) = —a’sentcos®t + a®sent cos®t — a® sen 2t cos t

= —2a’sentcos?t.

Calculamos la integral de linea

cos® t] /4

m/4 w/4
/ Flri(t)] -y (t) dt= 2a3/ cos’t (—sent) dt = 2a® { 3
0 0

Fea)-+(¥-3)

La curva Cs es la interseccion de S con el plano z = 0, es decir el segmento de

a a 0
V2 V2

0

la recta y = x que une los puntos < ) y (0,0,0). Una parametrizacién

de Cy es

a a a
=(—=—t,—=—t,0), 0<t<—.
2 (?) <ﬁ 2 ) V2

La integral de linea es

2

/OﬁF[rg(t)]-r'Q(t)dt:/[)%—2<%—t)2dt:2 <\%T
_2a __\/§a3
322 6

La curva Cj es la interseccién de S con el plano y = 0, es decir el segmento
de la recta z = = que une los puntos (0,0,0) y (a,0,a). Una parametrizacién de
Cszesrs(t)=(t,0,t), 0<t<a,y laintegral de linea es

/Oap[rg(t)].rg(t) dt:/0a2t2dt:2 E}:%‘Lg

0

j[F-dr:/ F-dr+/ F-d?“~|—/ F -dr
C Cl Cg CS

_ (\/§ 2) B V2a3 243

Finalmente,

= —o
6 3




(B) Usando coordenadas cartesianas (y, z), la parametrizacién de S es
Sy, z) = ( y2+z2,y,Z) , (y,2) €D,

donde D = {(y,2) e R? : 2y + 22 < a?®, y >0, z > 0}. Calculamos el producto
vectorial

i j k
sxs - |vrrE L0 (o2 =
X O, = + z = , , .
Y yz . \/y2+22 \/y2+22
/y2 +22
En el punto S (0,a) = (a,0,a), el vector S, x S, (0,a) = (1,0, —1) apunta
hacia el interior del cono. Entonces,

Y z
rot F'-ndS = (0,—z,y)- | —1, , dydz =0,
( & < VY + 22 \/y2+z2> Y

//rotF-ndS:O.
S

Para usar el teorema de Stokes, debemos calcular

j[F-drz/F-d?%—/ F-d?“~|—/ F-dr,
C C1 Cs Cs

donde las curvas C},Cs y C3 se han analizado previamente. Dado que las inte-
grales de linea sobre las curvas C; y C3 se pueden calcular de manera andloga
al caso (A), vamos a parametrizar la curva C;. Sabemos que los puntos de C
verifican las ecuaciones

por lo que

2y° + 2* =d?,

y2 + 22 =22

Entonces 22 = a? — 2y%, 2% = a® — 4?2, por lo que
a
r = a? —y2y, a2—22>,0§ < —,
1 (y) (\/ Y2,y a? — 2y V<5

es una parametrizacién de la curva C;. Como r; (0) = (a,0,a) tenemos que
su orientacién es la inducida por la normal exterior al cono. A continuacion,
calculamos

Flr(y)]= <a2 — % yva® — 2 Va? —y?\/a? — 2y2) ,

/ _ -y —2y
Tl(y)_<\/a2_y271a \/a2_2y2> .

8




Su producto escalar es

Flri(y)] - (y)=—yva® —y* +yva? — y? — 2y\/a? — y?

=2 (a2 . y2)1/2.

La integral de linea es

/ F.dr:/ﬁ —2y (a® —y2)1/2dy = g [(a2 —y2)3/2]
Cy 0

()] -5 ) (7

2
3

40 Db 40 Dp 40 Dp 40 p 40p 40 Db



