CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen del 14 de Septiembre de 2000
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Un flan tiene forma de tronco de paraboloide de revolucién, siendo r
y 2r los radios de sus bases y h su altura. Determinar su volumen y el volumen de
la porcién obtenida al cortarlo verticalmente desde un punto del borde superior.

Solucién. Sea z (r) = ax? + bz + ¢, una pardbola, contenida en el plano y = 0,
que genera el paraboloide. Sabemos que tiene su vértice en el eje OZ y que pasa
por los puntos (r,0,h) y (2r,0,0). En = 0 hay una tangente horizontal, por lo
que 0 = 2’ (0) = b. Entonces, la pardbola es z (z) = az® + c.
Ademds, tenemos que ar? + ¢ = h, y que 4ar? + ¢ = 0. Estas ecuaciones
implican 3ar? = —h, luego
h 4h

_ _ 2 _
a——ﬁ, c = —4ar =35

Por tanto, la ecuacién de la pardbola es

h 4h h x? h
Z(.ﬁ)z—ﬁlz—i-?:g(ﬁl——) :ﬁ(47“2—1‘2).

Para calcular el volumen del flan, observamos que

por lo que




Para calcular el volumen de la porcién, integramos el drea A (x) de las sec-
ciones obtenidas al cortar el flan con planos paralelos al plano x = 0, entre r y 2r.
Dichas secciones son pardbolas con vértices en los puntos (x, 0, z (z)) y que pasan

por los puntos (z, £v/4r2 — 22,0) . Denotando 3 (z) = v/4r? — 22, la ecuacién de
estas pardbolas es Z (z,y) = py? + ¢, donde

2(2)=Z(2,0)=q, 0=2Z(z,£0(2)) =pf*(2) +q.

5 (z)

Entonces, p = — , v la ecuacién del paraboloide de revolucién es

Z<x,y>:—;2<—2)y2 T 2(a)

— 2(z) (1 - 62y—(2@>

h 4r? — 2% — 2
=33 (7 =) (4—_>
:% (47’2—3:2 —y2).

Usando la simetrfa de la pardbola Z = py? + ¢, su 4rea es

=— (47‘2 — mQ) VAar? — 22
El volumen de la porcién del flan viene dado por

4h (7 3
Ve=55 : (4% — 2%)* da.

Usaremos el cambio de variable z = 2rsenf, —7n/2 < 6 < /2, para calcular

2r 3
/ (4% — 2°)? do=

: (47“2 cos? 0)% 2r cos 6 df

(2r cos6)* d

/,
/

= 167‘4‘/2 cos* 0 de.

s

(=2
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Desarrollando el integrando

2
cost §— <1 + C208 26’)

1
=1 (1 + 2cos 20 + cos? 29)
1 1 46
=1 {1—}—200529—!— (H%ﬂ
1
:§(3+4cos20—|—cos40),
calculamos la integral
: [ sen407?
cos 9d9:§ 30 4 2sen 26 + 1
s L (]
1 3(1_3)_26_16
8| \2 6 2 42
_L( 93
-8 8 |

En consecuencia, el volumen de la porcién es

4h 161" <7T ~ 9\/§>

P

T 92 8 8
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Ejercicio 2. Estudiar la convergencia de

oo xZn—l
I, = / ez, n>1.
0 (x2 —+ 1)

n—1
n+2

Probar que I, = ( ) I, 1, paran > 2. Calcular I, I5 y I.

Solucién. La integral dada s6lo presenta problema debido al intervalo infinito
(primera especie) ya que el integrando es continuo en toda la recta real (funcién
racional cuyo denominador no se anula nunca). Puesto que el integrando es
positivo y, para  — 00, se comporta como

l.anl x2n71 1
~Y ~

(22 + 1)n+3 T p2nt6 T T

cualquiera que sea n > 1, podemos utilizar el criterio de comparaciéon por paso

al limite con floo i—? para concluir que la integral dada es convergente.

Aplicando integracién por partes, con u = z*" 2 y dv = z (2% + 1)_(n+3) dz,
resulta du = (2n — 2)z*" 3 y v = _2(n1+2)

cualquier n > 2,

In:/ udv:uv|8°—/ vdu
0 0

xQn—Q

N /°° (2n — 2)z? 3
2(n+2) (x2+ )" | S 2(n+2) (22 + 1)
(77, o 1) /oo x2n—3
=0+ d
(n+2)Jo (22+1) !
(n—1)

= I,_1.
(n+ 2) !

(22 + 1)7(n+2) y, por consiguiente, para

Las integrales cuyo célculo nos piden son:

*©  x -1 | 1
Il:/ T @
o @ G@ 1P, 0

y, aplicdndo la férmula demostrada antes, se obtienen

o0 x® 1 1
—  _de=L=-I = —,
/0 (22 +1)° T T



Ejercicio 3. Dada la serie de potencias
i n* + = (x—1)"
n=1 n ’

determinar su radio de convergencia. Estudiar la convergencia en los extremos.
Hallar su suma.

341
Solucién. El término general es a,, = s . Su radio de convergencia es
n
3+1 1
R = lim I | — lim <n+ )( n+3 ):
n=00 | Apyy|  mooo N (n+1)"+1

Entonces, la serie es absolutamente convergente si |z — 1| < 1, es decir, en el
intervalo (0,2) y divergente si |[x —1| > 1. En los puntos = 0y z = 2, los
respectivos términos generales no convergen a cero, luego la serie es divergente
en ambos puntos. Para calcular la suma de la serie s(z), en el intervalo (0, 2),
sea s(z) = s1(z) + s2(x), donde

= 3 n?(z—1)", s S (x —1)"
Soota-r. oS

En primer lugar, calculamos la suma

> 1 1—(2— —1
N TR (RS SRR L bt Nt
—(z—1) 2—z 2—z

n=1

Para obtener la primera suma, derivamos

por lo que

Derivando de nuevo, obtenemos

= (Zn (z—1) ) Zn (@ —1)" d(i <(2m_—_;)2>

(2—33) +22—-2)(z—-1) @

(2—a) (2-a2)"




Entonces, la primera suma es

o

-1z
si(x) = n2m—1":(m7, 0<z<2.
)= Do 1) =
Sabemos que
= t—1
t—1)" = —— t<2.
n;( ) oy 0<t<

Integrando ambos términos en el intervalo con puntos terminales x y 1, obtenemos

/lx (i(t—l)") dt:i(/lw(t—l)”dt)

n=1 n=1
s [e=u)
_n:1 n+1
_i(m_l)nJrl
n n+1

n=1

En consecuencia,

oo TL+1 T
t—1
E —dt
n—l—l 2 —

n=1
1
:/1 ( 1+—2 )dt

R
=—z+1—-In(2—=x).

Entonces, la segunda suma es

n=1
= x—l)—x—i—l—ln(Z—x)
=—In(2—-12),

donde 0 < z < 2. En conclusién, la suma de la serie, en el intervalo (0,2), es

_(z-Dz 02 3
s(m)——(2_x>3 In(2—ux).
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Ejercicio 4. Se dispone de 20 metros de alambre para delimitar un tridngulo
equildtero, un cuadrado, o bien ambas figuras. ;Cudntos metros de alambre deben
dedicarse a construirlas, si se pretende que la figura o figuras encierren el drea
maxima posible?

Solucién. Puesto que se trata de un triangulo equildtero y de un cuadrado, sea
T = 3x la cantidad de alambre dedicada al tridngulo, de lado x, y sea C' = 4y la
dedicada al cuadrado, de lado ¥, con lo que T'+ C' = 3x + 4y = 20 serd nuestra

V3 z%V/3

x
restriccién. La altura del tridangulo sera 5 Y su drea, por tanto Ar = 1

El 4rea del cuadrado serd Ac = y%. Nuestro problema es, entonces maximizar la
funcién >3
T3
flw,y) = ——+v,

con la restriccién g(z,y) = 3z + 4y — 20 = 0, donde 0 < z, 0 < y. Observemos
que:

Para z =0, y =5, f(0,5) = 25.

Para y =0, z =2, f(£,0) = %\/g = 19. 245.

Para el resto de valores posibles, utilizando el método de los multiplicadores de
Lagrange, los posibles extremos se obtienen resolviendo el adecuado sistema:

_ /3
(v B R p=yVs U= 21T
o 2y = 4 Byv3+4y =20 o = 2% = 3.7669
- 3r+4y =20

obteniéndose un tnico punto

x = M = 3. 7669, y:L =2.1748
4+43V3 4433

correspondiente a T' = 3.7669 - 3 = 11.301, C' = 2.1748 - 4 = 8.699, si bien no

sabemos si se trata de un maximo o de un minimo. Por ello calculamos el valor

de la funcién en el punto obtenido y lo comparamos con los hallados para z = 0,

e y = 0. Puesto que

£(3.7669,2.1748) = 3.7669%v/3/4 + 2. 17482 = 10.874,

concluimos que se trata de un minimo y que el méximo se alcanza en x = 0.
Es decir, se debe dedicar todo el alambre a construir un cuadrado de lado 5
metros y drea 25 metros cuadrados.



Ejercicio 5. Sea C' el arco de la circunferencia (z — 2)° 4+ y? = 4, orientado
positivamente. Usar el teorema de Green para calcular

7{ (:C2 + 2y3) dy.
c

Solucién. El teorema de Green asegura que

ﬁpdx+Qdyzé/(Qx—Py)dxdy,

donde R es el disco (z — 2)* + ¢ < 4. Dado que Q, — P, = 2z, obtenemos

7{ (x2+2y3) dy://Qxdxdy.
c
R

Para calcular la integral doble, usaremos el siguiente cambio de variables

r=24rcosb,

y=rsenb.
Teniendo en cuenta que (z — 2)2 +y* =r? <4, el disco R se transforma en
T={(r0ecR:0<r<2 0<6<2r}.

El jacobiano del cambio es r, luego la formula del cambio de variables es

// 2xdxdy://2(2+rc050)rdrd9
R T
:4//rdrd9+2//7’2cos«9drd9
T T

= </02rdr) (/OQWaw) +2(/027“2dr> </027rc050d0)

_ l%ZE (16127) +2 [T—;]: ([send]57)
— 16m.

Nota. La férmula del centro de masa (7, %) del disco R, con densidad constante
p(z,y) = 1, implica

//xdxdyzf//dmdyderea(R) = 8.
R R

Entonces, el valor de la integral pedida es 167.



Ejercicio 6. Sea S la porcién del paraboloide z = x? + 32, situada en el primer
octante y limitada por el plano z = 1, y sea F(x,y,2) = (y — 2,2 — x,x — ).

1. Calcular [[; F'-ndS, siendo n la normal interior al paraboloide.

2. Calcular directamente la integral 3§C F - dr, donde C es la curva frontera de S.
3. Comprobar el cdlculo anterior usando el teorema de Stokes.

Solucién. 1. Usando coordenadas cilindricas, z = 2% + 3? = r2, por lo que la
parametrizacién es S (r,6) = (rcosf,rsen,7?), donde 0 <r <1, 0<6 < 7/2.
El producto vectorial fundamental es

i j k
Sy x Sg=| cosf senf 2r|= (—27‘2 cos ), —2r° sen 0,7“) .
—rsenfrcosf 0

En el punto S (1,0) = (1,0,1), tenemos que S, X Sy (1,0) = (—2,0,1) apunta
hacia el interior del paraboloide. Entonces, la normal n tiene la misma direccién
que S, x Sp. Calculamos F' - ndS = F (S (r,0)) - (S, x Sp) drdf =

= (7" senf —r? r? —rcosf,r (cosd — sen (9)) . (—27“2 cosf, —2r?send, 7’) dr df
= [2r* cos 6 — 2r* sen 6 + 1* (cos § — sen 6)] dr df
= (2r* +1?) (cosf — sen d) dr db.

La integral de flujo a través de S, es

//SF ' nds:/;/z /01 (2r* +1?) (cosf — send) dr db
— ( /0 1 (2r* +1?) dr) ( /0 v (cos® — sen 0) d0>
R (EaRICREES

0

:(§+%> (1-1)=0.

2. La frontera de S es la curva cerrada C = C; U Cy U (3, donde C] es la
interseccién de S con el plano y = 0, es decir # = 0. Su parametrizacién es

r(t) =5 (t,0) = (¢,0,£%), 71 (t)=(1,0,2t), 0 <t <1

La curva Cs es la interseccién de S con el plano z = 1, es decir r = 1. Su
parametrizacién es

ro(t) = S(1,0) = (cosf,senB, 1), rh(t) = (—senfb,cosh,0), 0<6<m/2.

Observemos que 75 (0) = (1,0,1) y ro(7/2) = (0,1,1), por lo que su ori-
entacion es positiva. La curva Cj es la intersecciéon de S con el plano z = 0, es
decir § = /2. Si elegimos la parametrizacién

rs(t) =S (t,7/2) = (0,t,¢%), ri(t)=(0,1,2¢), 0<t <1,

9



entonces la orientacién de Cj es negativa. En consecuencia,

%F-drz/ F-d?“l—i-/ F-drg—/F-drg.
C Cl CQ CS

Vamos a calcular estas tres integrales de linea,
1 1
/ F - dr, :/ F(ri(t)) -7 (t) dt = / (—t*, ¢ —¢,t) - (1,0,2t) dt
C1 0 0
1
=/ (—t*+2t*) dt = =
0

/2
/ F- d7’2:/ (senf — 1,1 — cos@,cosf —senf) - (—send,cosb,0) df
Co 0

/2
:/ (senf + cosf — 1) d9:[—cos@+sen9—9]g/2:2—g.
0

1 1
—/ F~dr3:—/ (t —t*,¢%, —t) - (0,1,2t) dt:/ t2dt =
Cs 0 0

El valor de la integral de linea sobre la curva frontera es
1 1
]{F~dr=—+2—z+—=§—z.
c 3 2 3 3 2

3. El rotacional del campo es
i J k
rot(F)=| D, D, D, |=(-2-2-2).

Yy—zz2—x—Y

El teorema de Stokes afirma que ¢, F -dr = [[srot (F)-ndS, donde C es
la curva frontera de S orientada positivamente por n. Calculamos la integral de
flujo

/2
// rot (F)-ndS= / / —2,—-2) ( 2r2 cos 0, —2r? sen9,7’) dr df

/2
:/ / [47% (cos 6§ + sen 6) — 2r] dr df
o Jo

/2 371
:/ ({ﬂ} (cos + senf) — [72][1)) do
0 3 Jo
/2 4
:/ (§ (cosf + senf) — 1) do
0

=3 [ser19—cos¢9]7r/2 g = 2 - g
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