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Capítulo 1

Introducción

1.1 Juegos cooperativos

De forma general, puede decirse que la teoría de juegos es la teoría matemática

que modela y analiza situaciones de cooperación y con�icto. Esta teoría se

inicia con los trabajos de Borel (1921) [15] y von Neumman (1928) [55] y su

nombre deriva del artículo Zur theorie der gesellschaftsspiele debido a von

Neumman (1928), en el cual se establecen sus bases. Con posterioridad a

la publicación de este artículo hay un período de inactividad en este campo

hasta la aparición de la obra Theory of games and economic behavior escrita

por von Neumman y Morgenstern (1944) [56], la cual originó una intensa

investigación y consolidó de�nitivamente la teoría de juegos.

La teoría de juegos se ha desarrollado gradualmente y, en la actualidad,

cuenta con potentes herramientas para modelar matemáticamente problemas

económicos, sociales y políticos. A grandes rasgos, se pueden distinguir dos

importantes áreas: la teoría de juegos no cooperativos y la teoría de jue-

gos cooperativos, la cual incluye a su vez dos líneas de investigación: los

denominados juegos de utilidad transferible y los juegos de utilidad no trans-

ferible. Esta memoria se centrará exclusivamente en los juegos cooperativos

3



4 Capítulo 1. Introducción

de utilidad transferible.

Formalmente, un juego cooperativo de utilidad transferible es un par

(N; v), donde N es un conjunto �nito y v : 2N �! R es una aplicación

que asigna a cada S � N un número real, veri�cando que v(;) = 0. Los

elementos de N = f1; 2; : : : ; ng se denominan jugadores, los subconjuntos

S 2 2N coaliciones y v (S) es el valor de la coalición S: Para cada subcon-

junto de jugadores S, v (S) describe la máxima ganancia o el mínimo coste

que los jugadores que componen la coalición pueden lograr cuando deciden

cooperar y formar la coalición S, sin considerar las acciones que los demás

jugadores puedan llevar a cabo. La función v se denomina función carac-

terística del juego y, generalmente, se identi�ca el juego cooperativo (N; v)

con su función característica v. El término utilidad transferible se re�ere a

que se supone que la utilidad de cada coalición puede medirse y compararse

con otras, usando el orden total de R.

Muchas situaciones reales pueden modelarse como un juego cooperativo

de utilidad transferible. Para ejempli�car lo anteriormente indicado, se ex-

ponen dos de ellas, bien conocidas en la teoría de juegos.

Ejemplo 1.1 Supóngase la siguiente situación: Una señora sale de la esta-

ción cargada de maletas y está dispuesta a pagar 10 dólares a quien se las lleve

al hotel. Hay tres personas esperando para realizar este trabajo, (jugadores

1, 2 y 3) y al menos dos de ellos son necesarios para llevar todas las maletas.

La situación expuesta puede ser modelada como un juego cooperativo (N; v);

donde N = f1; 2; 3g y cuya función característica viene dada por

v(S) =

(
10

0

si jSj � 2;

en otro caso.

Ejemplo 1.2 Tres ciudades de la misma comarca necesitan un sistema de

tratamiento de aguas residuales. Cada ayuntamiento ha hecho un estudio de
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los costes, individuales y colectivos con los otros ayuntamientos, para ver la

posibilidad de ahorro. El estudio se representa en la siguiente tabla, donde

1, 2 y 3, simbolizan a cada una de las ciudades:

COALICIÓN COSTE BENEFICIO

f1g 150 0

f2g 200 0

f3g 550 0

f1; 2g 350 0

f1; 3g 610 90

f2; 3g 650 100

f1; 2; 3g 780 120

Esta situación se modela mediante un juego cooperativo (N; v), donde

N = f1; 2; 3g y la función característica v del juego es:

v(f1g) = v(f2g) = v(f3g) = 0;

v(f1; 2g = 0; v(f1; 3g) = 90; v(f2; 3g) = 100; v(f1; 2; 3g) = 120:

Obsérvese que el par (N; v) representa el juego de los ahorros de costes,

determinado, para cada S � N , por

v(S) =
X
i2S

c(fig)� c(S):

Es decir, los ahorros de costes, v(S); para la coalición S es la diferencia en

costes correspondiente a la situación donde todos los miembros de S actúan

por su cuenta y la situación en la que todos los miembros de S cooperan.

En general, se denotará por �N al conjunto de todos los juegos coopera-

tivos de utilidad transferible, (N; v), en el cual se introducen las operaciones

+ : �N � �N �! �N ; (v; w) 7�! v + w

� : R � �N �! �N ; (�; v) 7�! � � v
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de�nidas por

(v + w) (S) = v (S) + w (S) ; (� � v) (S) = � � v (S) ;

para cualquier S � N: Con respecto a estas operaciones, �N es un espacio

vectorial de dimensión 2n � 1: Una base está formada por el conjunto

fuT : T � N; T 6= ;g ;

donde

uT (S) =

(
1 si T � S;

0 en otro caso.

Estos juegos uT se denominan juegos de unanimidad. Así, cualquier juego

v 2 �N puede expresarse como combinación lineal de ellos

v =
X
T�N

�v(T ) uT ;

donde los coe�cientes vienen determinados por la expresión

�v(T ) =
X
H�T

(�1)jT j�jHj v(H);

y, siguiendo la terminología de Harsanyi [35], cada coe�ciente �v(T ) será

denominado dividendo de T en el juego v.

Dado que, como se indicó antes, el juego (N; v) se identi�ca con su función

característica, las diferentes propiedades de la función v dan lugar a distintos

tipos de juegos.

Un juego v se denomina cero-normalizado si v(fig) = 0, para todo i 2 N .

Un juego v se denomina monótono si, para cualesquiera S � T � N , se

veri�ca v (S) � v (T ).

Un juego v es simple si es monótono y v (S) sólo toma valores en el

conjunto f0; 1g, para toda coalición S � N . Un juego simple (N; v) se
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denomina propio si no existen coaliciones S; T � N , con S \ T = ;, que

veri�quen v(S) = v(T ) = 1.

Un juego v es superaditivo si, para cualesquiera S; T � N con S \ T = ;,

se veri�ca

v (S [ T ) � v (S) + v (T ) :

Una clase especial de juegos superaditivos son los llamados juegos con-

vexos, introducidos por Shapley [71], los cuales surgen en algunas aplicaciones

económicas y tienen interesantes propiedades combinatorias. Un juego v es

convexo o supermodular, si para cualesquiera coaliciones S; T � N; se veri�ca

la siguiente desigualdad

v (S [ T ) + v (S \ T ) � v (S) + v (T ) :

Equivalentemente, (véase Driessen [24, pág. 112]), un juego v es convexo

si y sólo si, para cualesquiera coaliciones S; T � N; tales que S � T y todo

i 2 N nT , se tiene

v (S [ fig)� v (S) � v (T [ fig)� v (T ) :

A continuación, se de�nen algunos de los conceptos de solución más es-

tudiados en la teoría de juegos cooperativos y que aparecerán en capítulos

posteriores.

En la teoría de juegos cooperativos de utilidad transferible se supone,

en principio, que todos los jugadores que participan deciden cooperar entre

ellos y formar la coalición N . Ello conduce al planteamiento de la siguiente

cuestión: ¾Cómo dividir los bene�cios totales entre todos los jugadores que

participan en el juego? Una respuesta a esta pregunta da origen a lo que se

denomina un concepto de solución.

Se llama vector de pago o distribución, a un vector x = (xi)i2N 2 Rn

donde la coordenada xi representa el pago al jugador i. En un juego v, un
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vector de pago x se dice e�ciente si distribuye exactamente el valor de la

coalición N entre los jugadores; es decir,

nX
i=1

xi = v (N) :

Los vectores de pago que cumplen este principio de e�ciencia se lla-

man preimputaciones y, constituyen un conjunto denotado por I�(v). Así,

teniendo en cuenta la idea expuesta en el párrafo anterior en general, el prin-

cipio de e�ciencia es lo mínimo que se le puede exigir a una solución. Una

solución o concepto de solución, sobre una colección no vacía de juegos, es

una aplicación  que asocia a cada juego cooperativo v; de dicha colección,

un subconjunto  (v) del conjunto de preimputaciones.

Además, parece lógico exigir que el pago a cada jugador i mediante el

vector de pago x sea al menos la cantidad que el jugador puede obtener por

sí mismo en el juego; esto es,

xi � v(fig), para todo i 2 N:

Dicha propiedad recibe el nombre de principio de individualidad racional

y la mayoría de los conceptos de solución, propuestos para juegos cooperati-

vos requieren que los vectores de pago e�cientes cumplan este principio. Esto

da lugar al conjunto de imputaciones, el cual está de�nido por

I(v) = fx 2 I�(v) : xi � v(fig), para todo i 2 Ng :

Obsérvese que I(v) 6= ; si y sólo si v(N) �
P

i2N v(fig).

Atendiendo a las coaliciones, el criterio de individualidad racional podría

ser reforzado exigiendo que, no sólo cada jugador, sino también cada coalición

S 2 2N recibiera al menos la cantidad que ésta puede obtener por sí sola; es

decir, que para toda S � N; el vector de pago x veri�queX
i2S

xi � v (S) :
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Estas ideas conducen a uno de los más atractivos conceptos de solución

denominado core del juego v, de�nido por

C (v) = fx 2 R
n : x (N) = v(N), x (S) � v(S), para toda S � Ng ;

donde x (S) =
P

i2S xi y x (;) = 0:

Si los valores v(S) de las coaliciones se interpretan en términos de costes,

entonces se tiene un juego cooperativo de coste y, para estos juegos, las

desigualdades en las de�niciones del conjunto de imputaciones y del core son

las contrarias a las consideradas en las de�niciones dadas.

Aunque cuando Gillies introdujo el core (1953) [31] ya existían otros con-

ceptos de solución, puede decirse que éste fue el primer concepto de solución

satisfactorio, porque implica un reparto razonable para todas las coaliciones.

Sin embargo, presenta el inconveniente que, en muchos casos, puede ser un

conjunto vacío. Bondareva (1963) y Shapley (1967) dieron, independiente-

mente, una caracterización de los juegos con core no vacío, basada en los

conceptos de colección equilibrada y de juego equilibrado.

Dado (N; v) un juego cooperativo, una colección fS1; S2; : : : ; Smg de sub-

conjuntos de N , distintos y no vacíos, se dice que es equilibrada sobre N si

existen números positivos �1; �2; : : : ; �m �denominados pesos� tales que,

para todo i 2 N , X
fj: i2Sjg

�j = 1:

Si, para cualquier colección equilibrada sobre N , se veri�ca que

mX
j=1

�jv(Sj) � v(N);

entonces se dice que el juego (N; v) es equilibrado.

Bondareva [14] y Shapley [70] demuestran que la clase de juegos equili-

brados coincide con la clase de juegos con core no vacío.
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Cercano al concepto de juego equilibrado está la noción de equilibrio total.

Un juego (N; v) se dice totalmente equilibrado si los subjuegos inducidos

(S; vS) son equilibrados para toda S � N , S 6= ;. Aquí se entiende por sub-

juego inducido (S; vS) aquél cuya función característica viene determinada

por

vS(T ) = v(T ), para toda T � S:

Otro concepto de solución, estudiado por von Neumann y Morgenstern

(1944) [56], es el de conjunto estable. Los conjuntos estables son descritos

en términos de una relación entre imputaciones llamada dominación y, por

tanto, requieren que el conjunto de imputaciones sea no vacío.

Si x e y son imputaciones para un juego v y S es un subconjunto no vacío

de N , entonces x domina a y a través de la coalición S si se veri�ca

xi > yi para todo i 2 S y x (S) � v (S) :

Ello, se denotará por x domS y. En este caso, la coalición S pre�ere la dis-

tribución x sobre la y, porque cada miembro de S obtiene más y S no so-

brepasa su valor con esta imputación. En general, se dice que x domina a la

imputación y, si existe una coalición S de forma que x domS y. Es inmediato

que la de�nición de dominancia excluye la dominación a través de la coalición

N y de las coaliciones unitarias.

Un subconjunto V del conjunto de imputaciones es un conjunto estable

para el juego v si ningún elemento en V es dominado por otro elemento de

V (estabilidad interna) y si cada elemento que no esté en V es dominado por

alguno del conjunto V (estabilidad externa).

Este concepto de solución presenta dos grandes inconvenientes: el cóm-

puto es complejo y la existencia de conjuntos estables no está garantizada.

Así, Lucas (1968) [47], (1969) [48] describió un juego de diez personas, sin

ningún conjunto estable. Sin embargo, algunos juegos tienen in�nitos con-

juntos estables y existen también juegos con un único conjunto estable. Una
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condición que garantiza la unicidad de los conjuntos estables puede ser en-

contrada en [24, Corolario 4.3].

Los conceptos anteriores pueden considerarse como conceptos de solución

en el sentido que asignan a cada juego un conjunto de pagos razonables. El

hecho de que estas soluciones no asignen un único pago, sino un conjunto

de pagos, que en determinadas circunstancias es el vacío, puede que sea una

desventaja. Podría ser deseable obtener una distribución de pagos como

referencia y que los jugadores, en determinados momentos, deseen consultar.

Por ello se plantea el estudio de asignar a cada juego un único pago y surgen

los denominados conceptos de solución punto. Entre ellos, merece especial

atención el valor de Shapley, (1953) [69], que asigna un único vector de pago

para cada juego y queda caracterizado mediante un sistema de axiomas. Un

estudio detallado de este valor, considerado como uno de los más interesantes

conceptos de solución en la teoría de juegos cooperativos, puede encontrarse

en Roth (1988) [66].

Shapley propone el concepto de valor de un juego cooperativo (N; v) dado,

para cada jugador i, por la siguiente expresión combinatoria,

�i (v) =
X

S�Nnfig


 (S) [v (S [ fig)� v (S)] ;

donde 
 (S) =
s! (n� 1� s)!

n!
; s = jSj y n = jN j :

Esta expresión indica que el valor de Shapley, � (v) 2 Rn , de un juego

v, es una media ponderada de las contribuciones marginales, de�nidas por

v (S [ fig)� v (S) ; de los jugadores a las distintas coaliciones. Puede com-

probarse que la fórmula anterior es equivalente a esta otra expresión para el

valor de Shapley

�i (v) =
X

fS�N : i2Sg


 (S) [v (S)� v (Snfig)] ;

siendo ahora, 
 (S) =
(s� 1)! (n� s)!

n!
:
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En lo que sigue, se exponen algunos resultados relacionados con el valor de

Shapley que serán fundamentales en el desarrollo de algunas demostraciones

posteriores.

Sean (N; v) un juego cooperativo y S � N una coalición �ja. La coalición

S se dice que es un soporte para el juego v si, para toda T � N , se veri�ca

que v(T ) = v(T \ S). En este caso,

X
j2N

�j(v) =
X
j2S

�j(v) = v(S):

En efecto, el valor de Shapley da lugar a un vector de pagos e�ciente y,

por tanto, X
j2N

�j(v) = v(N) = v(N \ S) = v(S):

Por otro lado,

X
j2N

�j(v) =
X
j2S

�j(v) +
X
j =2S

�j(v) =
X
j2S

�j(v);

puesto que si j =2 S; se tiene

�j(v) =
X

T�Nnfjg


(T ) [v(T [ fjg)� v(T )]

=
X

T�Nnfjg


(T ) [v((T [ fjg) \ S)� v(T \ S)]

=
X

T�Nnfjg


(T ) [v((T \ S) [ (fjg \ S))� v(T \ S)] = 0;

al ser fjg \ S = ;:

Supóngase ahora, que el juego (N; v) puede descomponerse de la siguiente

forma,

v =

pX
k=1

w(k);
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siendo
�
(N;w(k))

	
; k = 1; 2; : : : ; p, una colección de juegos en la que cada

juego (N;w(k)), tiene a N (k) � N como soporte y N (i) \N (j) = ;; para todo

i 6= j. Entonces, se veri�ca:

(1) �i(N; v) = �i(N;w
(k)), para todo i 2 N (k).

(2)
P

i2N(k)

�i(N; v) =
P

i2N(k)

�i(N;w
(k)) = w(k)(N (k)):

La justi�cación de ambas igualdades es como sigue.

(1) Si v =
Pp

k=1w
(k), entonces

�i(N; v) =

pX
k=1

�i(N;w
(k));

debido a la linealidad del valor de Shapley.

Sea i 2 N (k). Entonces i =2 N (j); para todo j 6= k: Luego,

�i(N;w
(j)) =

X
S�Nnfig


(S)
�
w(j)(S [ fig)� w(j)(S)

�
=

X
S�Nnfig


(S)
�
w(j)((S [ fig) \N (j))� w(j)(S \N (j))

�
=

X
S�Nnfig


(S)
�
w(j)((S \N (j)) [ (fig \N (j)))� w(j)(S \N (j))

�
=

X
S�Nnfig


(S) 0 = 0;

al ser fig \N (j) = ;. Por tanto,

�i(N; v) =

pX
k=1

�i(N;w
(k)) = �i(N;w

(k)):

(2) Es consecuencia inmediata del apartado anterior y de la e�ciencia del

valor de Shapley,X
i2N(k)

�i(N; v) =
X
i2N(k)

�i(N;w
(k)) =

X
i2N

�i(N;w
(k))

= w(k)(N) = w(k)(N \N (k)) = w(k)(N (k)):
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Un juego cooperativo de utilidad transferible (N; v) se dice simétrico si

v(S) = f (jSj) , para toda S � N:

Es interesante observar que, en un juego simétrico, el valor de Shapley

viene dado por

�i(N; v) =
1

jN j
v(N);

ya que, como el valor de una coalición sólo depende del tamaño de cada

coalición y el número de coaliciones a las que pertenece un jugador es el

mismo para todos ellos, resulta que el valor de Shapley es igual para todos.

Por tanto, teniendo en cuenta la e�ciencia del valor,X
i2N

�i(N; v) = v(N);

se tiene que jN j �i(N; v) = v(N) y, de aquí, �i(N; v) =
1

jN j
v(N); para

cualquier i 2 N:

Finalmente, otros conceptos de solución para juegos cooperativos, que

no serán tratados en esta memoria, son: el conjunto de negociación (1964)

(Aumann y Maschler [1]), el núcleo (1965) (Davis y Maschler [22]), el prenú-

cleo (1972) (Maschler, Peleg y Shapley [49]), como conjuntos solución y el

nucleólo (1969) (Schmeidler [67]), el prenucleólo (1975) (Sobolev [73]) y el

� -value (1981) (Tijs [76]) como soluciones que asignan un único vector de

pago. Un estudio exhaustivo de ellos puede ser encontrado en la monografía

de Driessen [24].

1.2 Conceptos básicos

Esta sección comienza con algunas nociones de la teoría de grafos y, para los

conceptos que se incluyen, se utilizan las notaciones de Harary [34] y Swamy

y Thulasiraman [75] fundamentalmente.
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Un grafo no dirigido G = (V;E), consiste en dos conjuntos: un conjunto

�nito V de elementos denominados vértices y un conjunto �nito E de ele-

mentos llamados aristas. Cada arista se identi�ca con un par no ordenado

de vértices, denominados vértices �nales.

Se dice que dos aristas son paralelas si tienen los mismos vértices �nales.

Además, si los vértices �nales de una arista coinciden, entonces la arista

recibe el nombre de lazo.

Un grafo no dirigido se denomina simple si no tiene lazos ni aristas parale-

las. Dada una arista, se dice que es incidente con sus vértices �nales. Dos

vértices se denominan adyacentes si son los vértices �nales de alguna arista.

El número de aristas incidentes en un vértice x 2 V , se denomina grado del

vértice x y se denotará por grad(x). Los vértices con grado uno se denominan

vértices colgantes y si tienen grado cero se denominan vértices aislados.

Un paseo en un grafo G es una sucesión �nita de vértices v0; v1; v2; : : : ; vk
tales que vi�1 es adyacente a vi para i = 1; : : : ; k. Los vértices v0; vk se

denominan los vértices �nales del paseo v0�vk. El número k de aristas del

paseo es su longitud. Se puede observar que en un paseo, aristas y vértices

pueden repetirse. Un camino es un paseo en el que no hay vértices repetidos,

lo que implica que tampoco hay aristas repetidas. Un ciclo es un paseo con al

menos tres vértices diferentes los cuales no aparecen repetidos, exceptuando

el primero y el último.

Sea G = (V;E) un grafo no dirigido. Se dice que es conexo si existe un

camino entre cualquier pareja de vértices distintos. Un grafo es 2-conexo si

para cualquier par de vértices fx; yg existen al menos dos caminos que los

unen y sin vértices en común, salvo los extremos x; y.

El grafo G
0
= (V

0
; E

0
) es un subgrafo de G = (V;E) si V

0
6= ;; V

0
� V

y E
0
� E; donde cada arista de E

0
es incidente con vértices de V

0
. Si

U 6= ;; U � V , el subgrafo de G = (V;E) inducido por U es el subgrafo cuyo

conjunto de vértices es U y contiene a todas las aristas de E incidentes con
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vértices de U . Se denomina componente de un grafo a todo subgrafo maximal

conexo y un puente es una arista cuya eliminación aumenta el número de

componentes.

Sea V un conjunto de n vértices. El grafo completo en V; denotado por

Kn; es un grafo simple, en el que para cualquier a; b 2 V; a 6= b existe una

arista fa; bg :

Un bloque de un grafo G es un puente o un subgrafo 2 -conexo maximal de

G. Un grafo G se denomina ciclo-completo o grafo bloque si cualquier bloque

es un grafo completo; es decir, si contiene un ciclo, entonces el subgrafo

inducido por los vértices del ciclo es completo. En particular, los grafos sin

ciclos y los grafos completos son grafos ciclo-completos.

Un árbol es un grafo conexo y sin ciclos. En general, un grafo sin ciclos

se denomina bosque.

A continuación, se presentan algunos conceptos referentes a conjuntos

parcialmente ordenados, ya que, en cualquier juego cooperativo (N; v), las

diferentes coaliciones que se pueden formar a partir del conjunto de jugadores

junto con la relación de inclusión forman un conjunto parcialmente ordenado.

Para ello, se utilizará, en lo que sigue, las notaciones de Stanley [74] y Birkho�

[13]. Al igual que en las ideas anteriormente introducidas, la exposición de

conceptos y resultados relativos a estos conjuntos, se limitará a aquéllos que

se utilizan a lo largo de los siguientes capítulos.

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (P;�) donde P es un con-

junto y � una relación binaria que satisface las propiedades re�exiva, anti-

simétrica y transitiva. Se dice que 1̂ 2 P es último elemento de P si x � 1̂,

para todo x 2 P: Análogamente, se dice que 0̂ 2 P es primer elemento de P

si 0̂ � x, para todo x 2 P:

Como se ha indicado antes, un ejemplo de conjunto parcialmente orde-

nado es el conjunto 2N de todos los subconjuntos del conjunto N; ordenado



1.2. Conceptos básicos 17

por inclusión; es decir, si A;B 2 2N ; entonces A � B en 2N si y sólo si

A � B: Si N es �nito, entonces
�
2N ;�

�
es también �nito.

Si Q � P , se de�ne un orden parcial en Q denominado orden inducido

de la siguiente forma: para x; y 2 Q; x � y en Q si y sólo si x � y en P:

Al conjunto Q se le llama subconjunto parcialmente ordenado inducido por

el orden de P: Dos clases de subconjuntos parcialmente ordenados son los

intervalos y las cadenas.

Sean x,y elementos del conjunto parcialmente ordenado P , con x � y. El

conjunto

[x; y] = fz 2 P : x � z � yg ;

se llama intervalo. Si cualquier intervalo de (P;�) es �nito se dice que (P;�)

es localmente �nito.

Se dice que dos elementos x; y 2 P son comparables si x � y o bien y � x:

En otro caso, son incomparables. Una cadena C de P es un subconjunto par-

cialmente ordenado inducido por el orden de P , en el cual no hay elementos

incomparables; es decir,

C � P es una cadena si x � y o bien y � x, para todo par fx; yg � C:

Otra clase particular de subconjuntos parcialmente ordenados inducidos

por P , lo forman los llamados ideales del orden de P . Se dice que I � P es

un ideal del orden de P cuando

8x 2 I; si y � x entonces y 2 I:

En particular si x 2 P; el conjunto

hxi = fy 2 P : y � xg ;

se denomina ideal principal del orden generado por x:

Si x; y 2 P; se dice que y cubre a x si x < y y no hay ningún elemento

z 2 P que cumpla la condición x < z < y: Esto es, y cubre a x si y sólo si

x < y y [x; y] = fx; yg :
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Cuando se consideren conjuntos parcialmente ordenados mediante la in-

clusión, la relación de cubrir se denotará por �.

Un elemento maximal de un subconjunto X de P es un elemento a 2 X

tal que no existe x 2 X veri�cando a < x. Dualmente, un elemento b 2 X

es minimal si no existe x 2 X tal que x < b.

Se denomina diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado y

�nito P a un grafo cuyos vértices son los elementos de P y las aristas vienen

determinadas por la relación de cubrir.

Una cota superior de un subconjunto X de un conjunto parcialmente

ordenado P es un elemento a 2 P tal que x � a para todo x 2 X: Si además,

para cada y cota superior de X, se veri�ca a � y, entonces el elemento

a 2 P es el supremo de X: Análogamente, se de�nen los conceptos de cota

inferior y de ín�mo del conjunto X: Un retículo es un conjunto parcialmente

ordenado P para el que cualquier par de elementos de P tiene supremo e

ín�mo. Usualmente, se denota:

a ^ b = inf fa; bg ; a _ b = sup fa; bg :

Un retículo es completo si cualquier subconjunto suyo no vacío tiene

supremo e ín�mo.

Una clase importante de retículos desde el punto de vista combinatorio

son los retículos distributivos. Un retículo es distributivo si veri�ca

x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z)

x ^ (y _ z) = (x ^ y) _ (x ^ z) :

Un tipo especial de retículo distributivo es el retículo 2N de todos los

subconjuntos de un conjunto arbitrario N: Cualquier cadena es también un

retículo distributivo.

A continuación, se exponen algunos conceptos relativos al álgebra de inci-

dencia de un conjunto parcialmente ordenado localmente �nito y la fórmula

de inversión de Möbius.
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Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente �nito y K un cuerpo

(usualmente R o C ). Se dice que

f : P � P �! K

es una función de incidencia de P sobre K si f (x; y) = 0 cuando x 6� y:

Esta de�nición implica que una función de incidencia es forzosamente nula

cuando se evalúa sobre pares que no constituyen intervalos de P: Se denotará

por I (P; K ) al conjunto formado por las funciones de incidencia de P sobre

K . Este conjunto tiene la estructura de espacio vectorial con las operaciones

de suma de funciones y producto por un escalar. Además, puede de�nirse

una segunda operación interna denominada producto o convolución de la

siguiente forma:

(f � g) (x; y) =
X

fz:x�z�yg

f (x; z) g (z; y)

para cualquier (x; y) 2 P �P: Esta operación interna � tiene como elemento

neutro a la función � de Kronecker

� (x; y) =

(
1 si x = y;

0 en otro caso.

El conjunto I (P; K ) junto con las operaciones suma, producto por un escalar

y convolución constituye un álgebra sobre el cuerpo K , designada habitual-

mente por álgebra de incidencia I (P; K ) :

Una función de I (P; K ) es la función zeta �; de�nida por

� (x; y) =

(
1 si x � y;

0 en otro caso.

Para el conjunto parcialmente ordenado y localmente �nito de todos los

subconjuntos de un conjunto �nito N; �jado cualquier S 2 2N ; S 6= ;; la

función zeta daría lugar a la función �S : 2N �! R;

�S (T ) = � (S; T ) =

(
1 si S � T;

0 en otro caso,



20 Capítulo 1. Introducción

que puede reconocerse como un juego de unanimidad. Esta forma de inter-

pretar los juegos de unanimidad es utilizada por Faigle y Kern [30].

Dada f 2 I (P; K ) ; la función inversa para la convolución existe si y sólo

si f (x; x) 6= 0; para todo x 2 P: Ello implica, que la función zeta � posee

inversa a la que se denomina función de Möbius de P y se simboliza por �:

Su cálculo puede realizarse mediante las siguientes fórmulas recurrentes

� (x; y) =

(
1 si x = y;

�
P

fz :x�z<yg � (x; z) si x < y en P .

Como resultado fundamental relacionado con la función de Möbius hay

que resaltar la fórmula de inversión de Möbius, la cual establece que si P

es un conjunto parcialmente ordenado en donde cualquier ideal principal del

orden es �nito y si f; g : P �! C , entonces, para todo x 2 P , se veri�ca que

g (x) =
X
y�x

f (y)() f (x) =
X
y�x

� (y; x) g (y) :

Si P es el álgebra booleana 2N , la función de Möbius de P viene dada

por

� (T; S) = (�1)jSj�jT j :

De aquí, que la fórmula de inversión de Möbius para 2N establezca lo

siguiente: si f; g : P �! C , entonces

g (S) =
X
T�S

f (T )() f (S) =
X
T�S

(�1)jSj�jT j g (T ) :

Por último, si P es un retículo �nito y existe algún elemento x 2 P tal

que x 6= 1̂, entonces, una consecuencia inmediata de [74, Corolario 3.9.3] es

que X
x2P

�(x; 1̂) = 0:
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1.3 Cooperación parcial

En el modelo general de juegos cooperativos se supone que no hay restric-

ciones a la cooperación entre los jugadores y, por tanto, cada subgrupo de

jugadores puede unirse formando una coalición. Sin embargo, hay situaciones

en las que la cooperación entre los jugadores no es completa por ciertas ra-

zones. Por ejemplo, puede haber jugadores que no quieran coaligarse por no

ser a�nes, no tener intereses comunes o simplemente por existir algún tipo

de veto a su participación.

En opinión de Harsanyi y Selten [37], existen importantes clases de juegos

intermedios entre la cooperación completa y la no cooperación absoluta, para

los que no existen conceptos de solución satisfactorios. La aproximación más

simple a la cooperación parcial, incorporando condiciones restrictivas a la

formación de coaliciones entre los jugadores, es el modelo de Aumann y

Maschler [1] sobre juegos con estructuras de coalición. En este modelo, los

jugadores se subdividen en clases formando una partición del conjunto total.

Es decir, una estructura de coalición es una partición B = fB1; : : : ; Bkg

del conjunto N de jugadores de tal forma que la cooperación es únicamente

posible entre los jugadores que pertenecen a un elemento Bi de la estructura

de coalición y dentro de él la cooperación es total. Posteriormente, Aumann

y Dréze [2] introducen de forma axiomática el concepto de valor de un juego

restringido por una estructura de coalición y establecen que la restricción

de dicho valor, a cada elemento de la partición, es el valor de Shapley del

subjuego (Bi; vBi).

Otros trabajos que han desarrollado esta línea de investigación sobre jue-

gos cooperativos con estructuras de coalición, son debidos a Davis y Maschler

[23], Owen [60], Hart y Kurz [39], Levy y McLean [44], Winter [79], [80], [81]

y McLean [51]. En estos trabajos se considera el estudio de la cooperación

parcial cuando la estructura de coalición ya viene dada de antemano; es

decir, de forma exógena. En una línea paralela, la formación endógena de
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estructuras de coalición, implícita en la teoría de conjuntos estables de von

Neumann y Morgenstern, es estudiada por investigadores como Shenoy [72],

Bennett [5], Hart y Kurz [38], [39] y Kurz [43].

El hecho de que, para cada elemento de la estructura de coalición, la co-

operación sea total, exige que las relaciones entre los jugadores, en el caso

de darse, sean transitivas. Ello impone una limitación a la aplicación de

este modelo. Debido a ello, Myerson [53], en 1977, en su trabajo Graphs

and cooperation in games, propone un nuevo punto de vista para modelar la

conducta cooperativa entre los jugadores.

En el modelo propuesto por Myerson, las relaciones bilaterales entre los

jugadores se representan mediante un grafo no dirigido y se entiende que una

coalición de jugadores es factible si el correspondiente subgrafo inducido por

ella es conexo. Dado un juego cooperativo de utilidad transferible (N; v),

Myerson le asocia un grafo de cooperación G = (N;E) cuyo conjunto de

vértices N es el conjunto de jugadores y cuyo conjunto de aristas E simboliza

las relaciones entre pares de jugadores. Con ello, la función característica v,

asociada al juego, se modi�ca ya que la cooperación es ahora parcial y da

lugar al juego restringido por el grafo de cooperación, el cual se representa

por (N; vG); donde vG : 2N �! R viene de�nido, para toda S � N; por

vG(S) =
X

Si2S=G

v(Si):

Es decir, el valor de una coalición en el juego restringido por el grafo

de cooperación es una suma de valores sobre las componentes conexas del

subgrafo inducido por la coalición S.

En general, a la terna (N; v; E) se le denomina situación de comunicación

y, para este modelo de cooperación parcial, Myerson estudia, como concepto

de solución, reglas de asignación de pagos que sean e�cientes en las compo-

nentes conexas de la coalición N , justas y estables. Esto es, si se denota por

SCN el conjunto de todas las situaciones de comunicación de�nidas sobre el
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conjunto N ,

SCN = f(N; v; E) : (N;E) es un grafo y (N; v) un juego cooperativog ,

se investigan aquellas funciones


 : SCN �! R
n ; (N; v; E) 7�! (
1 (N; v; E) ; : : : ; 
n (N; v; E)) ;

que veri�can las siguientes propiedades,

1. E�ciente: Para toda (N; v; E) 2 SCN y para cualquier S 2 N=G,X
i2S


i(N; v; E) = v(S):

2. Justa: Para toda (N; v; E) 2 SCN y para cualquier fi; jg 2 E,


i(N; v; E)� 
i(N; v; E n fi; jg) = 
j(N; v; E)� 
j(N; v; E n fi; jg):

3. Estable: Para toda (N; v; E) 2 SCN y para cualquier fi; jg 2 E,


i(N; v; E) � 
i(N; v; E n fi; jg); 
j(N; v; E) � 
j(N; v; E n fi; jg):

Myerson prueba que existe una única regla de asignación de pagos que

veri�ca las condiciones de e�ciencia y justicia: el valor de Shapley corres-

pondiente al juego restringido (N; vG). Esta regla de asignación de pagos se

conoce por el nombre de valor de Myerson:

�(N; v; E) = �(N; vG):

El modelo de cooperación parcial introducido por Myerson ha motivado

una línea de investigación desarrollada en los trabajos de Owen [61], Borm

[16], van den Nouweland y Borm [57], Carreras [21], Borm, Owen y Tijs [17],

Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18], Borm, van den Nouweland y

Tijs [19], Potters y Reijnierse [63], Grafe, Mauleón e Iñarra [32] y Bilbao y
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López [7], entre otros. Trabajos relacionados también con esta línea, pueden

ser encontrados en Rosenthal [64], [65] y Voshtina [77]. Por otra parte, la

formación endógena de coaliciones en situaciones de comunicación es ana-

lizada por Aumann y Myerson [3] y van den Nouweland [59]. Finalmente,

otros modelos que guardan una estrecha relación con el planteado inicial-

mente por Myerson, en tanto que las relaciones entre los jugadores se modela

mediante un grafo no dirigido, son estudiados por Bergantiños, Carreras y

García-Jurado [6], Calvo y Lasaga [20].

En 1980, en su trabajo Conference structures and fair allocation rules,

Myerson plantea la generalización de su modelo de cooperación parcial con

la utilización de hipergrafos de comunicación ya que, en el caso de que la coo-

peración se constituyera únicamente por coaliciones de tres o más jugadores,

el modelo de representación mediante un grafo de cooperación no se podría

utilizar. Este estudio es continuado por van den Nouweland, Borm y Tijs

[58]. Por otro lado, y motivados por problemas de optimización combinatoria,

surgen otros modelos más generales de cooperación restringida como el de

Faigle y Kuipers, que serán comentados más adelante.

La idea que subyace en la generalización de Myerson, es la de establecer un

marco más amplio donde la relación entre los jugadores no tenga porqué estar

representada por un grafo no orientado, sino que se haga la distinción básica

entre coaliciones factibles y no factibles, aunque aquéllas tengan algún tipo

de estructura predeterminada. Siguiendo esta línea de investigación, López

[46] y Bilbao [8], [9], [10], comienzan a desarrollar un modelo de cooperación

parcial basado en los denominados sistemas de coaliciones factibles y sistemas

de partición, los cuales generalizan las situaciones de comunicación.

El estudio de los sistemas de coaliciones factibles, de los sistemas de

partición y de sus respectivos juegos restringidos se ha continuado con el

análisis y caracterización de los diferentes conceptos de solución que existen

para cualquier juego cooperativo. En dicho estudio se pone de mani�esto

la importancia del conjunto de coaliciones factibles F y de su estructura
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para la determinación de los mismos. Estos comentarios implican que sea

especialmente interesante estudiar los valores del juego (N; v) únicamente

sobre las coaliciones factibles. Es decir, de�nir el juego (F ; v) con función

característica v : F � 2N �! R.

Estas últimas consideraciones conectan con otro modelo de cooperación

parcial, iniciado fundamentalmente por Faigle [28] y Kuipers [42]. En dicho

modelo, se de�ne el juego cooperativo sobre una familia F de subconjuntos

del conjunto de jugadores, la cual no tiene ninguna estructura determinada

y denominando coaliciones factibles a aquéllas que pertenecen a este subcon-

junto. Posteriormente, se extiende el juego a todas aquellas coaliciones de N

que puedan expresarse como unión, no necesariamente única, de coaliciones

factibles disjuntas dos a dos.

Enlazando las re�exiones realizadas en los párrafos anteriores, se ha abierto

en los últimos años una línea de investigación (véase Bilbao [8], Bilbao y

Edelman [11] y Bilbao, Lebrón y Jiménez [12]) en la que se asume el modelo

propuesto por Faigle y se estudia un juego cooperativo de�nido como un par

(F ; v), donde

v : F �! R; v(;) = 0;

siendo F � 2N una familia de coaliciones factibles, en el sentido de Faigle, con

una estructura combinatoria determinada como retículo, espacio de clausura,

familia intersectante, geometría convexa, matroide o greedoide, entre otras.

Este trabajo de investigación se sitúa dentro de los estudios que intentan

generalizar las situaciones de comunicación de Myerson. Esto implica que,

dado un juego (N; v), se introduzca una familia de coaliciones factibles y,

debido a ello, se modi�que la función característica del juego (N; v) dando

lugar al denominado juego restringido por el sistema de coaliciones factibles,

el cual está de�nido para cualquier coalición S � N .

De ahí que, recogiendo resultados anteriores de esta línea de investi-

gación, esta memoria intente avanzar con el objetivo fundamental de ex-
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tender algunos resultados referentes a las situaciones de comunicación hacia

estructuras más generales de cooperación parcial. En particular, se estudian

estructuras de coaliciones factibles que son estables para la unión de dos

coaliciones factibles que tengan intersección no vacía y, de manera especial,

se hace hincapié en la axiomatización del valor de Myerson y del valor de

posición. Esto, junto con el análisis de los trabajos de Owen, Borm, van den

Nouweland y Tijs, entre otros, desembocará en la utilización de espacios de

clausura, geometrías convexas y técnicas de análisis combinatorio para llegar

a una generalización de las ideas expuestas anteriormente.

1.4 Sumario

En el segundo capítulo, se consideran juegos restringidos por un sistema de

coaliciones factibles. Así, se presentan, en primer lugar, aquellos tipos de es-

tructuras que van a considerarse a lo largo de la memoria, se indican algunas

de sus características básicas y se de�nen los correspondientes conceptos de

juego restringido estableciendo, en lo posible, una relación entre ellos. En

segundo lugar, teniendo en cuenta que, en el modelo de cooperación parcial

que se está considerando, el juego restringido supone una modi�cación de la

función característica, es lógico que se intente estudiar aquellas propiedades

que posee el juego (N; v) y que se trans�eren al correspondiente juego res-

tringido. En particular, se generaliza la transmisión de la superaditividad y

el carácter simple y propio del juego (N; v) al juego restringido y, utilizando

condiciones dadas por Faigle sobre familias de coaliciones factibles intersec-

tantes, se establecen hipótesis que implican condiciones su�cientes para que

el juego restringido sea convexo cuando lo sea el juego (N; v), extendiéndose

el resultado a una unión �nita de familias intersectantes y disjuntas dos a

dos.

También, es natural que se intenten establecer conexiones entre los con-

juntos de solución correspondientes al juego (N; v) y al juego
�
N; vF

�
o
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�
N; ~vF

�
, siendo vF y ~vF las funciones características asociadas a los jue-

gos restringidos derivados de un sistema estable para la unión y un sistema

unitario respectivamente. En este sentido, se estudia la relación existente

entre los cores de los juegos (N; v) y
�
N; ~vF

�
así como de los juegos (N; v)

y
�
N; vF

�
, estableciéndose una relación de inclusión entre ambos bajo las

hipótesis adicionales que garanticen que el conjunto de imputaciones de am-

bos juegos sean coincidentes. Además, se puede asegurar que el juego restrin-

gido
�
N; vF

�
es equilibrado o totalmente equilibrado si también lo es el juego

(N; v) y que el core del correspondiente juego restringido queda determinado

por las coaliciones factibles. Por último, se estudian las condiciones bajo las

que se mantiene la relación de dominancia entre imputaciones y, por tanto, la

estabilidad interna y externa de un subconjunto del conjunto de las imputa-

ciones I(v). Utilizando resultados anteriores referentes a la transmisión de

propiedades del juego (N; v) al juego restringido, se establecen condiciones

su�cientes para que C(~vF) y C(vF) sean los únicos conjuntos estables en los

respectivos juegos restringidos.

El concepto de valor de Myerson generalizado se introduce en el tercer

capítulo. La de�nición no incorpora di�cultad alguna, ya que se basa en

el valor de Shapley del correspondiente juego restringido por el sistema de

coaliciones factibles. Sin embargo, la generalización de la axiomatización

clásica del valor de Myerson �e�ciencia en las componentes conexas del

grafo que modela las relaciones bilaterales entre los jugadores, justicia y

estabilidad� se ve di�cultada por la necesidad de conocer cuál es el concepto

matemático que desempeña un papel semejante al de las aristas de un grafo

y por la necesidad de estudiar las propiedades de las coaliciones factibles

maximales de cualquier coalición.

Lo expuesto hace que se haga un desarrollo exhaustivo de las propiedades

de las F -componentes de cualquier coalición S � N y se introduzcan los

conceptos de soporte y de base de un sistema de coaliciones factibles que

sea estable para la unión de coaliciones factibles no disjuntas. Dentro de
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los resultados que se exponen, es importante destacar la unicidad de la base

y el comportamiento de algunas subfamilias de coaliciones factibles como

conjuntos cerrados en un espacio de clausura y en una geometría convexa.

La existencia de una única base para cada sistema de coaliciones factibles

estable para la unión permitirá establecer que existe una estrecha relación

entre los sistemas de coaliciones que se están considerando y las denominadas

estructuras de conferencias de Myerson de�nidas en su trabajo Conference

structures and fair allocation rules (1980).

Una vez realizado el estudio citado en el párrafo anterior, se introducen

los conceptos de regla de asignación en el conjunto de los sistemas de coali-

ciones factibles que son estables para la unión, de regla de asignación justa

y de regla de asignación estable, demostrándose que el valor de Myerson

� : SEN �! R
n es la única regla de asignación justa sobre el conjunto de

todas las estructuras de cooperación (N; v;F), en donde (N; v) es un juego

cooperativo de utilidad transferible y (N;F) es un sistema de coaliciones

factibles que es estable para la unión de coaliciones factibles que tengan in-

tersección no vacía. Además, se prueba que si el juego (N; v) es superaditivo

y cero-normalizado, entonces el valor de Myerson generalizado es una regla

de asignación estable en SEN . Se demuestra también que el valor de Myerson

veri�ca la fórmula de Shapley

�i (N; v;F) =
X
S�N


(S)

"X
j2N

�j (N; v;FS)�
X
j2N

�j
�
N; v;FSnfig

�#
;

y se dan condiciones su�cientes que aseguran cuándo el valor de Myerson

generalizado es un vector del core correspondiente al F-juego restringido.

El capítulo cuarto se dedica al valor de posición generalizado. En primer

lugar, se de�ne el juego de conferencias
�
C; vC

�
sobre conjuntos de soportes

no unitarios (de cardinal mayor o igual a dos) correspondientes al sistema de

coaliciones factibles que se esté considerando y se hace notar que este juego

de conferencias, supone una generalización del concepto de juego arco intro-

ducido por Borm, Owen y Tijs, en 1992, para situaciones de comunicación.
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De forma inmediata, se de�ne el valor de posición generalizado y se inicia un

estudio de sus propiedades y características con el �n de intentar conseguir

una axiomatización del mismo. Se demuestra que es e�ciente respecto a las

coaliciones factibles maximales de la coalición N y que no es una regla de

asignación justa ni estable. Estas dos últimas características tendrán una

in�uencia importante en la comparación con el concepto de valor de posición

establecido por van den Nouweland, Borm y Tijs, en 1992, para hipergrafos

de comunicación.

También se demuestra que es una regla de asignación aditiva y que satis-

face las propiedades del soporte super�uo y la propiedad de in�uencia. Estas

propiedades, junto con la e�ciencia en las F -componentes de N del valor

de posición, no permiten una axiomatización del mismo en el conjunto SEN .

Sin embargo, puede lograrse una caracterización axiomática del valor de posi-

ción para aquellas estructuras de cooperación estables para la unión, donde

el sistema de coaliciones factibles (N;F) veri�ca dos condiciones adicionales:

1.- Para cualesquiera S; T 2 F , con jS \ T j � 2, se tiene que S \ T 2 F .

2.- Toda coalición factible no unitaria se expresa de forma única como

unión de soportes no unitarios.

Además, se relaciona este concepto con el valor de posición para hiper-

grafos de comunicación y con la caracterización axiomática dada por Faigle

para el valor de posición de�nido sobre juegos de comunicación general.

Dado que el valor de posición satisface propiedades que no han sido con-

templadas para el valor generalizado de Myerson, parece oportuno estudiar si

éste las veri�ca y si éstas podrían dar lugar a otras axiomatizaciones del valor

de Myerson. Así, se prueba que el valor de Myerson generalizado satisface

la propiedad del soporte super�uo y que no tiene la propiedad de in�uencia.

No obstante, inspiradas en las anteriores y en estudios análogos de van den

Nouweland para situaciones de comunicación, se introducen las propieda-

des anónima para los jugadores, del jugador super�uo y la propiedad fuerte



30 Capítulo 1. Introducción

del soporte super�uo, que permiten nuevas caracterizaciones axiomáticas del

valor de Myerson generalizado en el conjunto SEN .

Las características de linealidad del valor de Myerson y del valor de posi-

ción generalizado hacen que los dividendos del juego restringido por el sistema

de coaliciones factibles y del juego de conferencias sean determinantes para

el cómputo efectivo de ambos valores. De ahí, que se recojan, en diferentes

secciones de los capítulos tercero y cuarto, resultados referentes al cálculo

de dividendos. De forma especial y utilizando la fórmula de inversión de

Möbius, se pone de mani�esto que los dividendos del juego de conferencias�
C; vC

�
pueden expresarse en función de los dividendos del juego (N; v) siem-

pre que se consideren determinados sistemas de coaliciones factibles estables

para la unión. De igual forma se hace para los dividendos del juego restrin-

gido
�
N; vF

�
, demostrándose que se pueden determinar en relación con la

función característica del juego (N; v).

Por otra parte, con la intención de calcular más fácilmente el valor de

Myerson y el valor de posición generalizado correspondiente a un determinado

jugador, se demuestra que, para ello, es su�ciente considerar la componente

factible maximal de la coalición N a la que pertenezca el jugador.

El capítulo quinto se dedica a establecer una relación entre los juegos�
N; vF

�
y
�
C; vC

�
, a completar el estudio de aquellas propiedades que se

heredan del juego (N; v) y a analizar también la transmisión de propiedades

entre ellos. En particular, se estudia la transferencia de la superaditividad,

el carácter equilibrado y la convexidad entre el juego de conferencias (C; vC)

y el juego restringido (N; vF), demostrándose que es su�ciente que el juego

de conferencias sea no negativo �junto con la superaditividad, el carácter

equilibrado o la convexidad� para que la función característica del juego

restringido tenga la misma propiedad, y comprobándose que lo recíproco no

es cierto.

Finalmente, se analiza la relación de convexidad entre el juego (N; v) y el

juego
�
C; vC

�
dándose condiciones bajo las que la convexidad del juego (N; v)
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es heredada por el juego de conferencias. Para ello, será necesario generalizar

un resultado establecido por Shapley en 1971 en el que se proporciona una

nueva caracterización de la convexidad de un juego cooperativo de utilidad

transferible. Los resultados precedentes, permitirán indicar cuándo puede

asegurarse que el valor de posición generalizado pertenece al core del juego

restringido ya que, de forma general, sólo puede a�rmarse que éste pertenece

al conjunto de preimputaciones del correspondiente juego restringido.
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Capítulo 2

Juegos restringidos y conjuntos

solución

En este capítulo, se introducen los diferentes tipos de estructuras de coa-

liciones factibles que van a ser relevantes en este trabajo de investigación.

De igual forma, dado un juego cooperativo de utilidad transferible (N; v),

se de�nen los diferentes conceptos de juegos restringidos por los sistemas

de coaliciones factibles que van a considerarse y, teniendo en cuenta que se

está en un contexto determinado de cooperación parcial �el cual implica una

modi�cación de la función característica del juego (N; v), debido a la existen-

cia de coaliciones que no son factibles�, se intentan establecer, cuando sea

posible, relaciones entre el juego (N; v) y el correspondiente juego restringido

por la cooperación parcial.

Posteriormente, se analizan algunos conceptos de solución que asocian

a cada juego un conjunto de vectores de pago e�cientes. En particular, se

estudia la conexión entre el core del juego (N; v) y el core de los juegos res-

tringidos por un sistema unitario y un sistema estable para la unión, así

como la transmisión del carácter equilibrado del juego. También, se tratará

de relacionar la dominancia en el juego (N; v) con la dominancia en los jue-

gos
�
N; ~vF

�
y
�
N; vF

�
, de forma que el conocimiento de cierta dominancia

33
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entre imputaciones, cuando hay cooperación total, permita conocer si esa

dominancia se mantendría al imponer ciertas restricciones a la cooperación.

De igual manera se plantea el problema inverso.

2.1 Juegos de�nidos en sistemas de conjuntos

Se ha justi�cado la necesidad de estudiar modelos más generales en los

que se tengan en cuenta las posibles restricciones a la cooperación entre

los jugadores. Aquí se analizarán estructuras de coaliciones factibles que ya

tienen algún antecedente en otros trabajos de cooperación parcial y/o tienen,

además, una interpretación lógica y real en el campo de la cooperación.

2.1.1 Sistemas unitarios

En primer lugar, se considerarán familias de conjuntos en las que el conjunto

vacío y las coaliciones individuales sean coaliciones factibles.

De�nición 2.1 Un sistema unitario es un par (N;F), con F � 2N , que

satisface el siguiente axioma:

(A1) ; 2 F y el conjunto fig 2 F , para todo i 2 N .

En un sistema unitario, cualquier coalición S � N puede expresarse como

unión disjunta de coaliciones factibles ya que

S =
[
i2S

fig:

Ahora bien, esta partición de S en coaliciones factibles no tiene porqué

ser única. En general, dado S � N se denotará por PF(S), al conjunto
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formado por todas las particiones de S en coaliciones factibles no vacías,

entendiéndose que PF (;) = f;g.

De�nición 2.2 Sea la terna (N; v;F), donde (N;F) es un sistema unitario

y (N; v) un juego de utilidad transferible. Se denomina juego con cooperación

restringida por el sistema unitario (N;F), al par
�
N; ~vF

�
con

~vF : 2N �! R; ~vF(S) = max

(X
i2I

v(Ti) : fTigi2I 2 PF(S)

)
:

La de�nición dada de juego de cooperación restringida por un sistema uni-

tario es una extensión, a cualquier coalición de jugadores, de la utilizada por

Faigle [28] en el estudio de juegos con cooperación restringida y por Bergan-

tiños, Carreras y García-Jurado [6] cuando consideran grafos de comunicación

para re�ejar situaciones de incompatibilidad entre algunos jugadores.

Es inmediato observar que, para cada S � N , se veri�ca

~vF(S) �
X
i2S

v(fig):

Además, el juego así de�nido es siempre superaditivo. Un estudio completo

de las propiedades que se transmiten del juego (N; v) al juego
�
N; ~vF

�
puede

encontrarse en [46].

2.1.2 Sistemas estables para la unión

En esta subsección se va a considerar la cooperación parcial originada por

un conjunto de coaliciones factibles con la siguiente propiedad: siempre que

dos coaliciones factibles tengan una intersección no vacía, la unión de ambas

es una coalición factible. Estas estructuras de coaliciones, se denominarán

[-estables y tienen una interpretación lógica dentro de la cooperación parcial
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ya que, si dos coaliciones factibles tienen elementos comunes, éstos pueden

ejercer de intermediarios entre ambas para formar una coalición factible más

amplia, constituida por el grupo total. Un caso particular de familias de coa-

liciones factibles [-estables lo constituyen las situaciones de comunicación.

De�nición 2.3 Un sistema [-estable o estable para la unión es un par

(N;F), con F � 2N , veri�cando que

A;B 2 F , A \ B 6= ; =) A [B 2 F :

Ejemplo 2.4 Sea N = f1; 2; : : : ; ng, para algún número natural n y considé-

rese la colección Ln; constituida por el conjunto vacío y todos los conjuntos

de la forma [i; j] = fi; i + 1; : : : ; j � 1; jg; para 1 � i � j � n. En este

modelo, que corresponde a una situación de votación en un orden político

unidimensional estudiada por Edelman [27] y que tiene un antecedente en el

policy order de Axelrod [4], el par (N;Ln) es un sistema [-estable.

Ejemplo 2.5 Una situación de comunicación es una terna (N; v; E), donde

(N; v) es un juego y (N;E) es un grafo. En el contexto de las situaciones de

comunicación, introducidas por Myerson [53] e investigadas por Owen [61],

Borm, Owen y Tijs [17], y Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18], el

par (N;F), donde

F = fS � N : (S;E(S)) es un subgrafo conexo de (N;E)g;

es un sistema [-estable.

Es importante resaltar que, dado un sistema [-estable, éste no siempre

puede ser modelado mediante un grafo de comunicación. En efecto, considé-

rese el par (N;F), donde N = f1; 2; 3; 4g y la familia

F = f;; f1g; f2g; f3g; f4g; f1; 2; 3g; f2; 3; 4g; Ng:
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Figura 2.1

Puede comprobarse que (N;F) consti-

tuye un sistema estable para la unión que

no coincide con la familia de subgrafos

conexos de ningún grafo. Esto es debido

a que cualquier grafo (N;E) se de�ne

mediante parejas fi; jg, lo cual implica

que deben existir forzosamente coalicio-

nes factibles formadas por dos elementos

y esta propiedad no se veri�ca para la fa-

milia de coaliciones F considerada.

Ejemplo 2.6 Sea N = f1; 2; 3; 4g y considérense los sistemas de coaliciones

(N;F1) y (N;F2) dados por

F1 = ff1g; f4g; f1; 2g; f2; 3g; f2; 4g; f1; 2; 3g; f1; 2; 4g; f2; 3; 4g; Ng;

F2 = ff1g; f2g; f3g; f4g; f1; 2g; f1; 3g; f2; 4g; f3; 4g; Ng:

A través de la representación de (F1;�) y (F2;�) puede examinarse fá-

cilmente si los sistemas son [-estables. Así, (N;F1) constituye un sistema

[-estable ya que, como puede comprobarse (ver diagramas de la Figura 2.2),

siempre que dos coaliciones factibles tienen intersección no vacía, su unión

es una coalición factible. El par (N;F2) no es un sistema [-estable puesto

que, por ejemplo

f1; 2g; f1; 3g 2 F2, veri�can f1; 2g \ f1; 3g 6= ;,

y, sin embargo,

f1; 2g [ f1; 3g = f1; 2; 3g =2 F2.
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De�nición 2.7 Sean F � 2N y S � N . Se dice que T � S es una F-

componente de S si T 2 F y no existe T 0 2 F tal que T � T 0 � S.

Es decir, las F -componentes de S son las coaliciones factibles maximales

pertenecientes a F y contenidas en S.

En adelante, para toda S � N; se denotará por CF(S) al conjunto de

coaliciones factibles maximales de S en (N;F); es decir,

S 7�! CF(S) = fT : T es F -componente de Sg � 2S:

Obsérvese que el conjunto CF(S) puede ser vacío. Esto signi�ca que no existe

ninguna coalición factible contenida en S y, este hecho, tendrá connotaciones

a la hora de introducir el juego restringido por la cooperación parcial de�nida

por la familia F .

En el Ejemplo 2.5 se ha puesto de mani�esto que, dada una situación de

comunicación (N; v; E), el par (N;F), donde

F = fS � N : (S;E(S)) es un subgrafo conexo de (N;E)g;
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es un sistema de coaliciones factibles [-estable. En este caso, las F -com-

ponentes de cualquier coalición S � N son las componentes conexas del

subgrafo (S;E(S)) y constituyen una partición de S.

El siguiente resultado da una caracterización de un sistema estable para

la unión en relación con las coaliciones factibles maximales.

Proposición 2.8 Sea el par (N;F) con F � 2N . Entonces, (N;F) es

[-estable si y sólo si, para cualquier S � N tal que CF(S) 6= ;; las F-

componentes de S constituyen una partición de un subconjunto de S.

Demostración: Sean (N;F) un sistema [-estable y CF(S) = fSkgk2K.

Considérense Si, Sj 2 CF(S), i 6= j. Si Si \ Sj 6= ;; entonces Si [ Sj 2 F

y Si [ Sj � S. Ello contradice que Si y Sj sean F -componentes de S. Es

evidente, por de�nición de F -componentes de S, que
S
k2KSk � S.

Recíprocamente, supóngase que para cualquier S tal que CF(S) 6= ;, sus

F -componentes forman una partición de un subconjunto de S. Si se razona

por reducción al absurdo, admitiendo que (N;F) no es [-estable, ello implica

la existencia de coaliciones A;B 2 F ; con A\B 6= ; y A[B =2 F . De aquí,

debe existir C1 2 CF(A [ B), con A � C1 y C2 2 CF(A [ B), con B � C2

tal que C1 6= C2. Esto, contradice el hecho de que las F -componentes del

conjunto A [B son disjuntas. 2

De la proposición se desprende que las F -componentes de cualquier coali-

ción S, CF(S) = fSkgk2K, forman una partición del conjunto
S
k2K Sk. Ob-

sérvese que si (N;F) es un sistema [-estable, que además es un sistema

unitario, entonces se veri�ca que, para todo S � N , el conjunto de las F -

componentes de S forman una partición de S y es siempre distinto del vacío.

También, puede notarse que la de�nición de F -componente es válida para

sistemas unitarios. En este caso, para cualquier S � N , las F -componentes
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de S constituyen una colección fTkgk2K � 2S tal que

S =
[
k2K

Tk:

Ahora bien, las F -componentes de S no forman necesariamente una par-

tición de S. La Proposición 2.8 asegura que si el sistema (N;F) no es estable

para la unión, entonces las F -componentes de cualquier coalición S � N , no

tienen porqué constituir una partición de la coalición S.

Teorema 2.9 Sea la terna (N; v;F), siendo (N;F) un sistema unitario y

(N; v) un juego superaditivo. Sea S � N tal que las F-componentes de S for-

man una partición de la misma, entonces el juego de cooperación restringida�
N; ~vF

�
veri�ca

~vF(S) =
X
k2K

v(Tk);

siendo fTkgk2K 2 PF (S) la partición de S en sus F-componentes.

Demostración: Sea S � N . Por de�nición

~vF(S) = max

(X
i2I

v(Si) : fSigi2I 2 PF(S)

)
:

Por hipótesis, las F -componentes, fTkgk2K, de S forman una partición

de S. De ahí, teniendo en cuenta que son coaliciones factibles maximales

en S, resulta que cada Sj 2 fSigi2I 2 PF(S) está contenida en una y sólo

una F -componente de S. Esta relación no tiene porqué ser inyectiva aunque

es sobreyectiva. Así, si se denota por fSk1 ; S
k
2 ; : : : ; S

k
pg a aquellas coaliciones

factibles de la partición fSigi2I 2 PF (S) tal que Skj � Tk, con 1 � j � p,

entonces
p[

j=1

Skj = Tk;
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ya que, obviamente,
Sp
j=1 S

k
j � Tk y, si existiera un elemento a 2 Tk tal que

a =2
Sp
j=1 S

k
j resultaría que

a 2 Tk � S =) a 2 St; St 6= Skj =) a 2 St � Th; h 6= k;

con lo que a 2 Tk \ Th, lo cual contradice el hecho de ser fTkgk2K 2 PF(S).

El razonamiento anterior implica que

pX
j=1

v(Skj ) � v

 
p[

j=1

Skj

!
= v(Tk);

por ser (N; v) superaditivo. Por tanto, reagrupando todas aquellas coaliciones

Sj 2 fSigi2I 2 PF (S) que estén incluidas en una misma F -componente y

aplicando el carácter superaditivo del juego (N; v), se tiene que

X
i2I

v(Si) �
X
k2K

v(Tk); para cada fSigi2I 2 PF (S);

con lo que ~vF(S) =
P

k2K v(Tk). 2

Una estructura de cooperación estable para la unión es una terna (N; v;F)

donde (N; v) es un juego cooperativo de utilidad transferible y el par (N;F)

es un sistema de coaliciones estable para la unión.

De�nición 2.10 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. Se denomina F-juego restringido al par
�
N; vF

�
, con

vF : 2N �! R; vF(S) =

8<
:

P
T2CF (S)

v(T ) si CF(S) 6= ;,

0 en otro caso.

Teniendo en cuenta el Ejemplo 2.5, puede observarse que la de�nición

anterior constituye una generalización del concepto de juego restringido por

un grafo de comunicación dado por Myerson (1977) [53].
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Dos clases especiales de sistemas de coaliciones que son estables para la

unión, lo constituyen los sistemas de partición [46], [9] y las familias inter-

sectantes [33].

De�nición 2.11 Un sistema de partición es un par (N;F), con F � 2N ,

que satisface los siguientes axiomas:

(A1) ; 2 F y el conjunto fig 2 F , para todo i 2 N .

(A2) Para toda S � N , los subconjuntos maximales de S en F (F-compo-

nentes de S) forman una partición de S, denotada por

�S = fS1; : : : ; Skg:

Es inmediato que la Proposición 2.8 permite garantizar que un sistema

unitario es un sistema de partición si y sólo si es estable para la unión y,

obviamente, los pares (N;F) donde N = f1; 2 : : : ; ng,

F = 2N y F = f;; f1g; : : : ; fngg;

son los sistemas de partición máximo y mínimo.

El par (N;Ln) considerado en el Ejemplo 2.4 y el par (N;F) del Ejemplo

2.5 son casos particulares de sistemas de partición.

El juego restringido por un sistema de partición, como caso especial de

sistema de coaliciones [-estable, viene de�nido de igual forma. Además,

puede observarse que si, en la terna (N; v;F), el par (N;F) es un sistema de

partición y el juego (N; v) es superaditivo, entonces coinciden las funciones

características asociadas al juego con cooperación restringida por el sistema

unitario y por el sistema de partición; es decir, ~vF = vF . No obstante, en

general se veri�ca la desigualdad

vF(S) � ~vF(S), para toda S � N:
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Si (N;F) es el sistema de partición del Ejemplo 2.5 y (N; v) es su-

peraditivo y cero-normalizado, entonces el correspondiente juego restringido�
N; vF

�
es denominado �-component additive game por Potters y Reijnierse

[63] .

Otro caso especial de sistema de coaliciones estable para la unión, y que

será importante en la transmisión de la convexidad, lo constituyen las familias

intersectantes.

Una familia intersectante es un sistema de coaliciones estable para la

unión, (N;F), en el que se veri�ca, además, la siguiente condición:

Si S; T 2 F , con S \ T 6= ;; entonces S \ T 2 F .

Se dirá que es unitaria si además, (N;F), es un sistema unitario.

Se estudian, a continuación, algunas propiedades de la función carac-

terística asociada al juego restringido por un sistema [-estable y por un sis-

tema de partición, intentando determinar qué propiedades del juego (N; v)

se trasmiten al juego
�
N; vF

�
. De forma inmediata, puede establecerse que si

(N; v;F) es una estructura de cooperación estable para la unión se veri�ca:

(a) Si S 2 F , entonces vF(S) = v(S).

(b) Si v es cero-normalizado, también vF lo es.

(c)
�
vF
�F

= vF .

Previamente, con el objetivo de establecer condiciones bajo las que se

trans�ere la superaditividad del juego (N; v) al juego
�
N; vF

�
, se expone el

siguiente resultado.

Proposición 2.12 Sea (N;F) un sistema de partición. Sean A;B � N dos

coaliciones disjuntas. Si fAigi2I y fBjgj2J son las respectivas F-componentes,
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entonces las coaliciones factibles maximales de A[B son �(A[B) = fClgl2L,

siendo

Cl =

 [
i2I0

Ai

!
[

 [
j2J 0

Bj

!
, con I 0 � I; J 0 � J, I 0; J 0 6= ;

o bien Cl = Ak o Cl = Bp, para ciertos k 2 I, p 2 J.

Demostración: Sea Ai 2 �A (el razonamiento es similar con Bj 2 �B).

Ello quiere decir que Ai 2 F y que es una coalición factible maximal en

A. Puede que, además, sea maximal en A [ B con lo que Ai 2 �(A[B). Si

no lo es, signi�ca que al conjunto Ai se han de añadir ciertos elementos (N

es �nito) que lo convierten en una coalición factible maximal de la unión y

dichos elementos, no pueden ser exclusivamente pertenecientes a A ya que

Ai es maximal en A. Sea, entonces, Ai [ fa1; : : : ; ar; b1; : : : ; bhg 2 F siendo

fa1; : : : ; arg � A n Ai y fb1; : : : ; bhg � B (A \ B = ;). Como a1 2 A n Ai,

puede admitirse, sin pérdida de generalidad, que a1 2 A1 (Ai 6= A1) lo que

implica, teniendo en cuenta que es un sistema de partición y por tanto estable

para la unión, que

Ai [ fa1; a2; : : : ; ar; b1; : : : ; bhg 2 F

a1 2 A1, A1 2 F

(Ai [ fa1; a2; : : : ; ar; b1; : : : ; bhg) \ A1 6= ;

9>=
>; =)

Ai [ A1 [ fa2; : : : ; ar; b1; : : : ; bhg 2 F :

Razonando, de igual forma, con los demás elementos se llega a que una

coalición factible maximal de la unión estaría formada por

Cl =

 [
i2I0

Ai

!
[

 [
j2J 0

Bj

!
, con I 0 � I; J 0 � J , I 0; J 0 6= ;.

2

En el siguiente ejemplo, se pone de mani�esto que la proposición anterior

no es cierta, en general, para sistemas estables para la unión. En ello, es
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determinante que las coaliciones unitarias no son, necesariamente, coaliciones

factibles.

Ejemplo 2.13 Sea N = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g y considérese, en primer lugar, el

sistema [-estable (N;F), con F = ff4; 5g ; f6; 7g ; f1; 2; 3gg. Si se toman las

coaliciones A = f1; 2; 4; 5g y B = f3; 6; 7g, se tiene que

CF (A) = ff4; 5gg , CF (B) = ff6; 7gg ;

y, sin embargo, CF (A [ B) = ff4; 5g ; f6; 7g ; f1; 2; 3gg.

En segundo lugar, si se considera, ahora, el sistema [-estable (N;F) con

F = ff4; 5g ; f6; 7g ; f1; 2; 3; 4; 5gg ;

se veri�ca que, para las mismas coaliciones A y B indicadas anteriormente,

CF (A) = ff4; 5gg , CF (B) = ff6; 7gg ;

y, CF (A [ B) = ff1; 2; 3; 4; 5g ; f6; 7gg.

Por último, dado el sistema [-estable (N;F) con N = f1; 2; 3; 4; 5g y

F = ff1; 2; 3; 4g ; f3; 4; 5g ; f1; 2; 3; 4; 5gg ;

obsérvese que si A = f1; 2g y B = f3; 4g, entonces CF (A) = CF (B) = ;,

mientras que CF (A [ B) = A [ B.

Teorema 2.14 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación estable

para la unión. Si (N; v) es superaditivo y cero-normalizado, entonces

(a) vF(S) � v(S), para toda S � N .

(b)
�
N; vF

�
es superaditivo.
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Demostración: (a) Sea S � N . Si CF (S) = ;, es inmediato. Supóngase

que CF (S) 6= ;. Teniendo en cuenta la Proposición 2.8, las F -componentes

de cualquier coalición S, fSkgk2K, forman una partición de un subconjunto

de S. Entonces,

vF(S) =
X
k2K

v(Sk) � v

 [
k2K

Sk

!
� v(S);

ya que (N; v) es superaditivo y, por ser cero-normalizado, monótono.

(b) Sean las coaliciones A, B � N , con A \ B = ;. Si CF (A) = fAigi2I
y CF (B) = fBjgj2J , resulta que toda coalición factible maximal de A y

de B veri�ca una, y sólo una, de las dos siguientes condiciones: o es una F -

componente de A[B o está contenida estrictamente en una coalición factible

maximal de A[B. Entonces, si se considera el conjunto C
0

F (A [ B) de�nido

por

fS 2 CF(A [ B) : 9Ai 2 CF(A) con Ai � S o 9Bj 2 CF(B) con Bj � Sg;

se clasi�can las coaliciones factibles maximales de A y B según sean o no

F -componentes de la unión, y reagrupando aquellas coaliciones factibles ma-

ximales de A y B que estén contenidas en una misma S 2 CF (A [B), se

tiene

vF(A) + vF(B) =
X

Ai2CF (A)

v(Ai) +
X

Bj2CF (B)

v(Bj)

=
X

Ai2CF (A[B)

v(Ai) +
X

Bj2CF (A[B)

v(Bj)

+
X

S2C
0
F (A[B)

2
4X
Ai�S

v (Ai) +
X
Bj�S

v (Bj)

3
5

�
X

Ai2CF (A[B)

v(Ai) +
X

Bj2CF (A[B)

v(Bj)
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+
X

S2C
0
F (A[B)

v(S)

�
X

S2CF (A[B)

v(S) = vF(A [B);

ya que A \ B = ;, las F -componentes son siempre disjuntas entre sí, v es

superaditivo y, por ser cero-normalizado, monótono.

Obviamente, si CF (A) = ; o bien CF (B) = ;, puede hacerse un razona-

miento análogo. 2

Obsérvese que en el caso particular de que todas las coaliciones unitarias

sean factibles, puede suprimirse la hipótesis de que el juego (N; v) sea cero-

normalizado.

Teorema 2.15 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema de partición.

Si (N; v) es superaditivo, entonces

(a) vF(S) � v(S) para toda S � N .

(b)
�
N; vF

�
es superaditivo.

Demostración: La prueba de que vF(S) � v(S), para todo S � N , es

análoga a la del apartado (a) del teorema anterior. Únicamente conviene

precisar aquí que, en este caso, las F -componentes de S forman una partición

de S y, por tanto, no es necesario que el juego sea cero-normalizado.

De igual forma, para la demostración del apartado (b) puede utilizarse

un razonamiento bastante análogo a su homólogo en el teorema anterior. No

obstante, la Proposición 2.12 lo simpli�ca ya que o bien algunas coaliciones

factibles maximales de la unión, fClgl2L, coinciden con algunas de las de los

conjuntos A, B, o bien son de la forma

Cl =

 [
i2I0

Ai

!
[

 [
j2J 0

Bj

!
, con I 0 � I, J 0 � J , I 0; J 0 6= ;:
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Reagrupando las F -componentes de A y B, y aplicando el carácter su-

peraditivo del juego (N; v), se tiene

vF(A) + vF(B) =
X
i2I

v(Ai) +
X
j2J

v(Bj) �
X
l2L

v(Cl) = vF(A [ B):

2

Teorema 2.16 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación estable

para la unión. Si (N; v) es cero-normalizado, simple y propio, entonces

(a)
�
N; vF

�
es simple y propio.

(b) vF(S) = maxfv(Si) : Si 2 CF (S)g, para cada S � N .

Demostración: (a) Sea S � N . Debido al apartado (a) del Teorema 2.14,

vF(S) � v(S). Luego, al ser v(S) 2 f0; 1g, resulta que vF(S) � 1. Por otro

lado, teniendo en cuenta que vF(S) =
P

k2K v(Tk) siendo v(Tk) 2 f0; 1g,

se tiene que vF(S) 2 f0; 1g. Además, si A � B � N , el apartado (b) del

Teorema 2.14 implica que

vF(B) � vF(A) + vF(B n A) � vF(A)

con lo que vF es monótono. Por último, por ser
�
N; vF

�
superaditivo, es

propio.

(b) Es inmediato. 2

Lógicamente, el Teorema 2.15 permite que el resultado anterior pueda

formularse, para sistemas de partición, de la siguiente forma.

Teorema 2.17 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema de partición.

Si (N; v) es simple y propio, entonces

(a)
�
N; vF

�
es simple y propio.
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(b) vF(S) = maxfv(Si) : Si 2 �Sg, para cada S � N .

La monotonía del juego (N; v) no se transmite al juego vF a no ser que

(N; v) sea también superaditivo y cero-normalizado. No obstante, puede

darse una condición local: supóngase que A � B y CF (A) = fA1; : : : ; Akg,

CF (B) = fB1; : : : ; Bpg; entonces para cada Ai 2 CF (A) existe una única

Bj 2 CF (B) tal que Ai � Bj. Si esta relación establecida entre las coalicio-

nes factibles maximales de A y B es una-a-una (es decir, dos componentes

diferentes de A están contenidas en diferentes componentes de B) y (N; v)

es un juego monótono y cero-normalizado, entonces vF(A) � vF(B) ya que

vF(A) =

kX
i=1

v(Ai) �
X

fBj :Ai�Bjg

v(Bj) �

pX
j=1

v(Bj) = vF(B):

En resultados anteriores se ha mostrado que si (N; v) es superaditivo

y cero-normalizado, entonces el juego restringido por un sistema [-estable�
N; vF

�
también lo es. Sin embargo, bajo hipótesis análogas, la convexidad

no es transmitida, de forma general, al correspondiente juego restringido por

un sistema estable para la unión. Un ejemplo bien conocido puede encon-

trarse en [57]. Para estudiar las condiciones estructurales que tendrían que

cumplirse para que se transmitiera la convexidad, se introducen los siguientes

conceptos.

Faigle [28] considera una terna (N; v;F) donde F es un conjunto de coa-

liciones de N (no exige que ; 2 F , ni que fig 2 F , para todo i 2 N , con

lo que (N;F) no es necesariamente un sistema unitario) y v : F �! R un

juego. Denomina ~F al conjunto de coaliciones de N que pueden expresarse

como uniones disjuntas de elementos de F . Es decir, si A 2 ~F , entonces

A = A1 [ A2 [ : : : [ Ap, Ai 2 F , i = 1; : : : ; p y Ai \ Aj = ; con i 6= j,

y de�ne la función ~v : ~F �! R como

~v(A) = max

(
pX
i=1

v(Ai)

)
,
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donde el máximo se toma cuando se recorren todas las posibles particiones

de A en elementos de F . Con estas ideas y condiciones, Faigle [28, Lema 11]

demuestra que si (N;F) es una familia intersectante y

v(A) + v(B) � v(A [ B) + v(A \B);

para cualesquiera A 2 F , B 2 F , con A \B 6= ;, entonces

~v(A) + ~v(B) � ~v(A [ B) + ~v(A \B);

para A 2 ~F , B 2 ~F .

Proposición 2.18 Sea (N;F) una familia intersectante. Sean A;B � N

dos coaliciones no disjuntas. Si CF (A) = fAigi2I y CF (B) = fBjgj2J,

entonces cada F-componente del conjunto A\B es de la forma Ai\Bj, para

algún i 2 I y algún j 2 J.

Demostración: En primer lugar, por hipótesis si Ai \ Bj 6= ;, entonces

Ai\Bj 2 F . Además, si S 2 F , S � A\B, se tiene que S � A, S � B y, por

tanto, S � Ai, S � Bj para un único i y un único j. De ahí, toda coalición

factible contenida en A \ B, está incluida en una única coalición factible

Ai \Bj. Ello determina que éstas son las coaliciones factibles maximales en

la intersección. 2

Obsérvese que si (N;F) es una familia [-estable, no necesariamente inter-

sectante, se puede asegurar que cada F -componente del conjunto intersección

es una coalición factible maximal de un único conjunto de la forma Ai \Bj.

Proposición 2.19 Sea (N;F) un sistema [-estable. Si S � N se puede

expresar como una unión de coaliciones factibles, no necesariamente disjun-

tas entre sí, entonces las F-componentes de S forman una partición de la

misma.
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Demostración: Sea S =
S
k2K Sk; con Sk 2 F , para todo k 2 K. Considé-

rese CF (S) = fTjgj2J . Es inmediato que

[
j2J

Tj � S.

Por otro lado, x 2 S =
S
k2K Sk, implica que x 2 Sk, para algún k 2 K

y, de ahí, x 2 Sk � Tp, con Tp 2 CF (S). Por tanto, S �
S
j2J Tj y se veri�ca

la igualdad. 2

Nótese que el resultado anterior indica que toda coalición S que veri�que

la hipótesis de la proposición pertenece a ~F .

Teorema 2.20 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) una familia intersectante

y (N; v) un juego cero-normalizado. Si (N; v) es convexo, entonces
�
N; vF

�
también lo es.

Demostración: Habrá que demostrar que, para todo par de coaliciones

A;B � N , se veri�ca

vF (A [B) + vF (A \ B) � vF (A) + vF (B) .

Si A \ B = ;, es inmediato. En efecto, por hipótesis, (N; v) es convexo

y, por tanto, superaditivo. Aplicando el Teorema 2.14,
�
N; vF

�
es también

superaditivo y

vF (A [ B) � vF (A) + vF (B) .

Supóngase que A \ B 6= ;. Si CF (A) = fAigi2I y CF (B) = fBjgj2J ,

aplicando que A �
S
i2I Ai; B �

S
j2J Bj y que

�
N; vF

�
es superaditivo,

cero-normalizado y, por tanto, monótono, se tiene

vF (A [ B)+vF (A \ B) � vF

  [
i2I

Ai

!
[

 [
j2J

Bj

!!
+vF

0
B@[

i2I
j2J

(Ai \Bj)

1
CA .
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Por otro lado, considérese la restricción de la función característica v a la

familia F y, teniendo en cuenta los razonamientos previos, puede de�nirse

~v : ~F �! R, ~v(S) = max

(X
i2I

v(Si) : fSigi2I 2 PF (S)

)
:

Como (N; v) es convexo, es superaditivo. Así, por medio de los razona-

mientos contemplados en el Teorema 2.9, se deduce que, para toda coalición

S 2 ~F , ~v(S) = vF(S), ya que, en este caso, las F -componentes de S forman

una partición de la misma según la Proposición 2.19.

Utilizando el resultado de Faigle [28, Lema 11], ~v es supermodular y, de

ahí, se tiene

vF (A [ B) + vF (A \B) � vF

  [
i2I

Ai

!
[

 [
j2J

Bj

!!

+ vF

0
B@[

i2I
j2J

(Ai \Bj)

1
CA

= ~v

  [
i2I

Ai

!
[

 [
j2J

Bj

!!

+ ~v

0
B@[

i2I
j2J

(Ai \ Bj)

1
CA

= ~v

  [
i2I

Ai

!
[

 [
j2J

Bj

!!

+ ~v

  [
i2I

Ai

!
\

 [
j2J

Bj

!!

� ~v

 [
i2I

Ai

!
+ ~v

 [
j2J

Bj

!

= vF

 [
i2I

Ai

!
+ vF

 [
j2J

Bj

!
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= vF (A) + vF (B) .

En el razonamiento efectuado, se ha supuesto que los conjuntos CF (A) y

CF (B) son no vacíos. Si alguno de ellos lo fuera, la Proposición 2.18 asegura

que CF (A \B) = ; y, por tanto

vF (A [ B) + vF (A \B) = vF (A [ B) � vF (A) + vF (B) .

2

El resultado anterior se veri�ca para familias intersectantes unitarias, sin

exigir que el juego (N; v) sea cero-normalizado.

Teorema 2.21 Sea la terna (N; v;F), siendo (N;F) una familia intersec-

tante unitaria. Si (N; v) es convexo, entonces
�
N; vF

�
también lo es.

Demostración: Es claro que (N;F) es un sistema de partición. Por tanto,

si F es el conjunto de coaliciones factibles, resulta que ~F = 2N .

Como (N; v) es convexo, entonces v es superaditivo. Así, es inmediato

que ~v(S) = ~vF(S) = vF(S), para cada S � N .

Utilizando el resultado de Faigle, [28, Lema 11], ~v es supermodular y, por

tanto,
�
N; vF

�
es convexo. 2

El teorema anterior indica que los sistemas de partición que sean \-

estables (cerrados para la intersección de dos cualesquiera de sus elementos

no disjuntos) transmiten la convexidad de un determinado juego (N; v) al

correspondiente juego restringido por la familia de coaliciones factibles con-

siderada.

Además el Teorema 2.20 se veri�ca para una terna (N; v;F) en la que

(N;F) es una unión �nita disjunta de familias intersectantes y (N; v) es un

juego cero-normalizado. Es decir,

N = N1 [ : : : [Nt, con Ni \Nj = ;; i 6= j;
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F = F1 [ : : : [ Ft, con Fi � 2Ni ; i = 1; : : : ; t;

y (N;Fi) es una familia intersectante.

Con estas premisas, es inmediato que (N;F) =
St
i=1 (Ni;Fi) es una fa-

milia intersectante. En efecto, siA;B 2 F con A\B 6= ;, entonces A;B 2 Fi,

para un único i; de ahí A \B 2 Fi � F y A [ B 2 Fi � F .

El razonamiento efectuado permite establecer la siguiente consecuencia.

Corolario 2.22 Sea la terna (N; v;F), donde (N;F) =
St
i=1 (Ni;Fi) es una

unión �nita disjunta de familias intersectantes. Si (N; v) es un juego convexo

y cero-normalizado entonces,
�
N; vF

�
también lo es.

De forma análoga, el Teorema 2.21 puede aplicarse a una terna (N; v;F)

en la que (N;F) es una unión �nita disjunta de familias intersectantes uni-

tarias y (N; v) es un juego convexo. Ello daría lugar, de forma similar a lo

establecido en los Teoremas 2.15, 2.17 y 2.21, a un resultado semejante al

indicado en el Corolario 2.22, eliminando de las hipótesis, el carácter cero-

normalizado del juego.

2.1.3 Geometrías convexas

Las geometrías convexas constituyen una estructura de coaliciones factibles

que, independientemente de ser un modelo diferente de cooperación parcial,

aportan características fundamentales para la obtención de propiedades es-

peciales de los F -juegos restringidos.

Owen [61], analiza las notables simpli�caciones que se producen en el

cómputo del valor de Myerson cuando, considera situaciones de comunicación

cuyo grafo tiene estructura de árbol. Posteriormente, las propiedades de
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estas singulares situaciones de comunicación, en las que el grafo que modela

la cooperación parcial entre los jugadores es un árbol, han sido puestas de

mani�esto en los trabajos de Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18], que

analizan problemas de asignación de costos y encuentran fórmulas integrales

para el cálculo del valor de Myerson; de Grafe, Mauleón e Iñarra [32] en la

búsqueda de un procedimiento para computar el nucleólo y en el estudio,

realizado por Potters y Reijnierse [63], sobre el carácter equilibrado de los

juegos restringidos por grafos de comunicación, el nucleólo, así como las

relaciones entre el conjunto de negociación y el core. Estas propiedades

se generalizan a sistemas de coaliciones que son geometrías convexas, como

ponen de mani�esto Bilbao y López [7].

En esta sección, se expondrán algunos conceptos debidos a Edelman y

Jamison [26].

Un espacio de clausura es un par (N;L) donde L es una familia de sub-

conjuntos de un conjunto �nito N , que cumple las siguientes propiedades:

(P1) ; 2 L y N 2 L.

(P2) Si A 2 L y B 2 L, entonces A \B 2 L

Los elementos de L se denominan conjuntos cerrados [78].

Teniendo en cuenta que la intersección es cerrada para los elementos de

L y que cualquier subconjunto de N está incluido, al menos, en un conjunto

cerrado, tiene sentido de�nir el operador clausura:

� : 2N �! 2N ; A 7�! A =
\
fC 2 L : A � Cg 2 L;

que tiene las siguientes características:

(C1) A � A, para todo A � N .

(C2) Si A � B � N , entonces A � B.

(C3) A = A, para todo A � N .
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Obviamente ; = ;. Para S � N , S se denominará clausura de S. Recíproca-

mente, a partir de cualquier operador clausura, se puede construir el espacio

de clausura L determinado por los cerrados del operador, es decir,

A 2 L si y sólo si A = A:

Una base para S 2 2N es un subconjunto minimal B � S veri�cando

B = S. Un elemento i de un conjunto S � N es un punto extremal de S si

i =2 S n fig. El conjunto de los puntos extremales de S se denota por ex(S),

el cual puede ser vacío. En general si (N;L) es un espacio de clausura, se

veri�can las siguientes condiciones:

(a) Si A 2 L, entonces i 2 A es un punto extremal de A si y sólo si

A n fig 2 L.

(b) Si S � A es una base de A, entonces ex(A) � S.

La propiedad (b) pone de mani�esto que cualquier base de A 2 2N con-

tiene a los puntos extremales de A. Es evidente, que ello no implica que el

conjunto de los puntos extremales de A constituya una base suya. Si esto

ocurriese para cualquier conjunto cerrado, es decir,

8S 2 L; ex(S) = S;

se dice que el espacio clausura (N;L) satisface la propiedad de Minkowski-

Krein-Milman. En este caso, se tiene la siguiente de�nición.

El par (N;L) es una geometría convexa si es un espacio de clausura que

veri�ca la propiedad de Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto cerrado

es la clausura de sus puntos extremales o, equivalentemente, para cualquier

conjunto cerrado, el conjunto de sus puntos extremales es la única base.

La propiedad de Minkowski-Krein-Milman es equivalente a la denominada

propiedad anticambio [26, Teorema 2.1] (véase Figura 2.3): para todo S 2 L

y p; q 2 N n S, p 6= q, se tiene que

q 2 S [ fpg =) p =2 S [ fqg:
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Figura 2.3

Evidentemente, si (N;L) es una geometría convexa y S 2 L, S 6= ;, el

conjunto de sus puntos extremales es no vacío ya que, en otro caso, resultaría

una contradicción: si ex(S) = ;, entonces S = ex(S) = ; = ;.

El interés del estudio de las geometrías convexas proviene de la búsqueda

de estructuras combinatorias que generalicen, si es posible, los resultados

obtenidos con otras estructuras de cooperación utilizadas en la teoría de

juegos. Así, se muestran algunos ejemplos de familias de conjuntos con es-

tructura de geometría convexa que han aparecido en la literatura relacionada

con la cooperación parcial.

Ejemplo 2.23 Considérese la situación de comunicación (N; v; E). Ante-

riormente se indicó que el par (N;F), donde

F = fS � N : (S;E(S)) es un subgrafo conexo de (N;E)g;

es un sistema de partición. Edelman y Jamison establecen, [26, Teorema 3.7],

que (N;E) es un grafo bloque conexo si y sólo si (N;F) es una geometría

convexa. De ahí resulta que si (N;E) es un grafo bloque conexo, entonces

(N;F) es una geometría convexa que es estable para la unión.

Ejemplo 2.24 El par (N;Ln), que corresponde a una situación de votación

en un orden político unidimensional, considerado en el Ejemplo 2.4, es una

geometría convexa que es estable para la unión.
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El caso particular de L5 es ilustrado en la siguiente �gura.
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Figura 2.4. La geometría convexa L5:

Por último, si (N;L) es una geometría convexa y S 2 L, entonces el

intervalo [S�; S], en el retículo (L;�), es un álgebra de Boole, siendo

S� = S n ex(S):

Este resultado, es una consecuencia directa de un teorema de Edelman y

Jamison [26, Teorema 4.2] en el que se establece que el intervalo [C;K], con

C;K 2 L, es un álgebra de Boole en (L;�) si y sólo si K nC � ex(K). Aquí,

es inmediato por ser

S� =
\

i2ex(S)

(S n fig) = S n ex(S) 2 L;

y por tanto S n S� = ex(S).
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2.2 El core y cooperación parcial

Si se tiene presente que cualquier concepto de solución establece una forma

de reparto del valor v(N) entre los jugadores; es decir, considera puntos del

hiperplano de Rn constituido por las preimputaciones, es lógico que se con-

sideren éstas, así como el conjunto de imputaciones, para indicar las condi-

ciones mínimas en el estudio de las relaciones entre algunos conceptos de

solución correspondientes al juego v y al juego con cooperación restringida.

De ahí, en principio, al ser:

I�(v) = fx 2 R
n : x(N) = v(N)g ;

I(v) = fx 2 R
n : x(N) = v(N); xi � v(fig); 8i 2 Ng ;

I�
�
~vF
�

=
�
x 2 R

n : x(N) = ~vF(N)
	
;

I
�
~vF
�

=
�
x 2 R

n : x(N) = ~vF(N); xi � ~vF(fig); 8i 2 N
	
;

y veri�carse que v (fig) = ~vF (fig), para todo i 2 N , se deduce

I�(v) = I�
�
~vF
�
() I(v) = I

�
~vF
�
() v(N) = ~vF (N) :

Además,

v(N) 6= ~vF (N)() I�(v) \ I�
�
~vF
�
= I(v) \ I

�
~vF
�
= ;:

Por tanto, para establecer relaciones entre los conceptos de solución co-

rrespondientes a los juegos (N; v) y
�
N; ~vF

�
, es necesario partir de la hipótesis

inicial: v(N) = ~vF(N).

2.2.1 Sistemas unitarios

Si se considera una terna (N; v;F), donde (N;F) es un sistema unitario y

(N; v) un juego, es lógico preguntarse por el core del correspondiente juego

restringido y si hay, o no, alguna relación entre el core del juego restringido y
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el del juego (N; v), así como si las coaliciones factibles determinan o no al core

del juego
�
N; ~vF

�
. Los siguientes resultados responden a estas cuestiones.

Proposición 2.25 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema unitario.

Si v(N) = ~vF(N), entonces se veri�ca que C(v) � C
�
~vF
�
.

Demostración: Considérese x 2 C(v). Por un lado, se tiene

~vF(N) = v(N) = x(N):

Por otro lado, sea S � N , S 6= ;. Fijada una partición cualquiera de S

en coaliciones factibles de F ,

S =
[
k2K

Sk; con Si \ Sj = ; ; i 6= j;

se tiene �debido a que cualquier i 2 S pertenece a una única coalición

factible Sj� que

x(S) =
X
i2S

xi =
X
k2K

"X
i2Sk

xi

#
=
X
k2K

x(Sk) �
X
k2K

v(Sk):

Luego, para cada fSkgk2K 2 PF (S), se tiene que

x(S) �
X
k2K

v(Sk);

con lo cual

x(S) � max

(X
k2K

v(Sk) : fSkgk2K 2 PF (S)

)
= ~vF(S):

2

Nótese que la proposición anterior puede aplicarse a cualquier subjuego�
S; ~vFS

�
, S � N , S 6= ;, para el que se veri�que la condición v(S) = ~vF(S).
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Por otro lado, si C(v) es no vacío, la igualdad ~vF(N) = v(N) es condi-

ción necesaria y su�ciente para que se veri�que la inclusión entre los cores.

Además, se recuerda que si ~vF(N) 6= v(N) se deduce inmediatamente que la

intersección C(v) \ C
�
~vF
�
es vacía.

Teorema 2.26 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema unitario. Si

(N; v) es equilibrado y v(N) = ~vF(N), entonces el juego (N; ~vF) también lo

es.

Demostración: Bondareva [14] y Shapley [70] establecen que el juego (N; v)

es equilibrado si y sólo si C(v) es no vacío. Ello, junto con la Proposición

2.25, implica el resultado. 2

En general, la igualdad C(v) = C
�
~vF
�
no puede asegurarse. No obstante,

el core del juego con cooperación restringida por el sistema unitario queda

determinado en la siguiente proposición.

Proposición 2.27 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema unitario.

Si v(N) = ~vF(N), entonces

C
�
~vF
�
= fx 2 R

n : x(N) = v(N); x(S) � v(S); 8S 2 Fg:

Demostración: Si x 2 C
�
~vF
�
, resulta que x(N) = ~vF(N) = v(N) y,

además, x(S) � ~vF(S), para todo S 2 2N . Si S 2 F , entonces fSg 2 PF (S)

y, por de�nición, se veri�ca que ~vF(S) � v(S). Por tanto, resulta que

x(S) � ~vF(S) � v(S):

Recíprocamente, sea S � N , S 6= ; y fSkgk2K 2 PF(S). Entonces,

x(S) =
X
i2S

xi =
X
k2K

"X
i2Sk

xi

#
=
X
k2K

x(Sk) �
X
k2K

v(Sk);
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y, por tanto

x(S) � max

(X
k2K

v(Sk) : fSkgk2K 2 PF (S)

)
= ~vF(S):

2

La proposición anterior puede demostrarse también como consecuencia de

un resultado de Faigle [28, Lema 10], teniendo en cuenta que, en este caso, el

juego restringido,
�
N; ~vF

�
, está de�nido sobre cualquier coalición de N por

tratarse de un sistema unitario.

A continuación, se analiza el carácter equilibrado del juego restringido.

Para ello, por razones de notación, se utilizará la función indicador la cual,

para cada S � N , se de�ne de la siguiente forma:

1S : N �! f0; 1g, 1S(i) =

(
1 si i 2 S;

0 en otro caso.

Teorema 2.28 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) una familia de conjuntos

y N 2 F . Entonces,

fx 2 R
n : x(N) = v(N); x(S) � v(S); para todo S 2 Fg 6= ;

si y sólo si para cada solución no negativa del sistema de ecuaciones lineales

a que da lugar la igualdad

X
S2Fnf;g

�S1S = 1N ,

se veri�ca que X
S2Fnf;g

�S v (S) � v(N):
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Demostración: El conjunto

fx 2 R
n : x(N) = v(N); x(S) � v(S); 8 S 2 Fg

es no vacío si y sólo si el programa lineal satisface

minfh1N ; xi : h1S; xi � v(S); 8S 2 Fg � v(N):

Utilizando el teorema de dualidad de programación lineal [68, p. 90] se

deduce, de forma inmediata, el resultado. 2

Obsérvese que, en el teorema anterior, no es necesaria la exigencia de que

el par (N;F) constituya un sistema unitario. Obviamente, si lo fuera, con

N 2 F , se obtiene la siguiente consecuencia.

Corolario 2.29 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema unitario y

N 2 F . Si v(N) = ~vF(N), entonces el juego (N; ~vF) es equilibrado si y sólo

si para cada solución no negativa del sistema de ecuaciones lineales a que da

lugar la igualdad X
S2Fnf;g

�S1S = 1N ,

se veri�ca que X
S2Fnf;g

�S v (S) � v(N):

2.2.2 Sistemas estables para la unión

Lógicamente, al igual que en el apartado anterior, es necesario establecer que

la condición mínima para la interrelación entre los conceptos de solución,

es que sea cierta la igualdad v(N) = vF(N). Sin embargo, es necesario

precisar que, para las estructuras de cooperación estables para la unión, la
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igualdad v(N) = vF(N) no es una condición necesaria y su�ciente para

que I(v) = I(vF). Ello es debido a que, en esta situación, no siempre es

cierto que vF(fig) = v(fig). En general, únicamente puede asegurarse que

si v(N) = vF(N) y v (fig) � 0, para todo i 2 N , entonces I(v) � I(vF).

Ahora bien, si el juego (N; v) es cero-normalizado, se garantiza la igualdad

entre los conjuntos de imputaciones correspondientes al juego v y al F -juego

restringido. También, dicha igualdad, es cierta para sistemas de partición

aunque el juego no sea cero-normalizado.

Proposición 2.30 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación es-

table para la unión y sea (N; v) cero-normalizado. Se satisfacen las siguientes

condiciones:

(a) Si v(N) = vF(N), entonces C(v) � C
�
vF
�
.

(b) Para toda coalición S 2 F , se veri�ca que C(vS) � C
�
vFS
�
.

Demostración: (a) Sea x 2 C(v). En primer lugar, vF(N) = v(N) = x(N):

Por otro lado, si S � N , S 6= ; y CF(S) = fSkgk2K, entonces

vF(S) =
X
k2K

v(Sk) �
X
k2K

 X
i2Sk

xi

!
�
X
i2S

xi = x(S);

ya que las F -componentes de S satisfacen que
S
k2K Sk � S y, además,

xi � v (fig) = 0, para todo i 2 N:

(b) Si S 2 F , entonces v(S) = vF(S). Aplicando el apartado (a), se obtiene

que C(vS) � C
�
vFS
�
. 2

Teorema 2.31 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación estable

para la unión tal que v(N) = vF(N) y sea (N; v) cero-normalizado. Entonces,

se veri�can las siguientes condiciones:
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(a) Si (N; v) es un juego equilibrado, también lo es
�
N; vF

�
.

(b) Si (N; v) es totalmente equilibrado, el juego
�
N; vF

�
también lo es.

Demostración: (a) Es immediato, teniendo en cuenta el resultado de Bon-

dareva y Shapley aludido en el Teorema 2.26 y aplicando el apartado (a) de

la proposición anterior.

(b) Se tiene que probar que para todo S � N , S 6= ;, los subjuegos inducidos�
S; vFS

�
son equilibrados. Si S 2 F , el subjuego (S; vS) es equilibrado y, según

el apartado (b) de la Proposición 2.30, se deduce que lo es el juego
�
S; vFS

�
.

Si S =2 F y CF(S) = fSlgkl=1, entonces por hipótesis

C(vSl) 6= ;; l = 1; : : : ; k:

Para probar que el subjuego
�
S; vFS

�
es equilibrado, es su�ciente probar

que su core es no vacío. En efecto, considérese

xS1 2 C(vS1); : : : ; x
Sk 2 C(vSk):

En general, se tiene

S =

 
k[
l=1

Sl

!
[

0
@ [

j2Sn
S
Sl

fjg

1
A :

Dado i 2 S; pueden ocurrir dos casos: que exista una única F -componente

Sp de S tal que i 2 Sp, o bien que i 2
�S

j2Sn
S
Sl
fjg
�
. En el primer caso, a

cada i 2 Sp � S, se le puede asociar

i 7�! x
Sp
i ;

donde xSpi es la componente del jugador i en el vector xSp 2 C(vSp). En el

segundo caso, a cada i se le asigna un cero.

Con el razonamiento anterior, se de�ne un vector y 2 RjSj , tal que

yi =

(
x
Sp
i si i 2 Sp;

0 si i 2
�S

j2Sn
S
Sl
fjg
�
:
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Este vector así construido está en el core del subjuego inducido
�
S; vFS

�
ya que veri�ca,

y(S) =
X
i2S

yi =
X
i2
S
Sl

xSli =
kX
l=1

"X
i2Sl

xSli

#

=
kX
l=1

xSl(Sl) =
kX
l=1

v(Sl) = vFS (S):

Además, si T � S, T 6= ; y CF(T ) = fThgh2H , entonces, por de�nición,

vFS (T ) =
P

h2H v(Th) y se tiene

T �

 
k[
l=1

Sl

!
[

0
@ [

j2Sn
S
Sl

fjg

1
A :

Para cada h 2 H, es claro que existe una única j, 1 � j � k, tal que

Th � Sj. Por otro lado xSj 2 C(vSj), de donde

v(Th) = vSj(Th) � xSj (Th) =
X
i2Th

x
Sj
i :

De aquí, se concluye que

vFS (T ) =
X
h2H

v(Th) �
X
h2H

"X
i2Th

x
Sj
i

#

=
X
i2
S
Th

x
Sj
i =

X
i2T

yi = y(T ):

2

Proposición 2.32 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación es-

table para la unión y sea (N; v) cero-normalizado. Entonces,

C
�
vF
�
=
�
x 2 R

n
+ : x(N) = vF(N); x(S) � v(S); 8S 2 F

	
:
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Demostración: Sea x 2 C(vF), entonces

x(N) = vF(N); x(S) � vF(S); 8S � N:

Por tanto, x(N) = vF(N), x(S) � vF(S) = v(S), para toda S 2 F y,

además, x (fig) � vF(fig) = 0, para todo i 2 N .

Para probar la inclusión contraria, sea x 2 Rn
+ tal que

x(N) = vF(N); x(S) � v(S); 8S 2 F :

Entonces, para todo S � N , S 6= ;, pueden ocurrir dos casos: que el

conjunto de las F -componentes de la coalición S sea vacío o no.

Si CF(S) = ;; entonces vF(S) = 0 y, como x 2 Rn
+ ; entonces, se tiene que

x(S) � vF(S) = 0. Si CF(S) 6= ;, sea CF(S) = fS1; : : : ; Skg. Entonces, se

veri�ca que
Sk
j=1 Sj � S y, de aquí,

x(S) =
X
i2S

xi �
kX

j=1

2
4X
i2Sj

xi

3
5 =

kX
j=1

x(Sj) �
kX

j=1

v(Sj) = vF(S):

2

Nótese que en los resultados establecidos en la Proposición 2.30, el Teo-

rema 2.31 y la Proposición 2.32 puede sustituirse la hipótesis de que el juego

(N; v) sea cero-normalizado por cualquier otra que implique la condición de

ser v (fig) � 0, para todo elemento i 2 N .

También, puede observarse que si (N;F) es un sistema de partición, la

hipótesis señalada anteriormente puede suprimirse ya que, en este caso par-

ticular, la unión de las F -componentes de cualquier coalición no vacía da

lugar a la misma.

Corolario 2.33 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema de partición.

Si el F-juego restringido veri�ca que v(N) = vF(N), entonces

C
�
vF
�
= fx 2 R

n : x(N) = v(N); x(S) � v(S); 8S 2 Fg:
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Proposición 2.34 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema de parti-

ción. Si se veri�ca que v(N) = vF(N) = ~vF(N), entonces

C
�
vF
�
= C

�
~vF
�
:

Demostración: Si (N;F) es un sistema de partición es, también, un sistema

unitario. Por tanto, tiene sentido considerar los juegos restringidos
�
N; ~vF

�
y
�
N; vF

�
. La Proposición 2.27 y el Corolario 2.33 aseguran el resultado. 2

Proposición 2.35 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema de parti-

ción y N 2 F . Entonces, el juego
�
N; vF

�
es equilibrado si y sólo si para

cada solución no negativa del sistema de ecuaciones lineales a que da lugar

la igualdad X
S2Fnf;g

�S1S = 1N ,

se veri�ca que X
S2Fnf;g

�S v (S) � v(N):

Demostración: Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.28 y del

Corolario 2.33 ya que, en este caso, N 2 F y, por tanto, v(N) = vF(N). 2

Teorema 2.36 Sea la terna (N; v;F), con (N;F) un sistema de partición

y N 2 F tal que el programa lineal

max
P

S2Fnf;g

�S v (S) ;

s. a

P
S2Fnf;g

�S1S = 1N ;

�S � 0; 8S 2 F n f;g;

tiene una solución entera óptima. Entonces, el juego
�
N; vF

�
es equilibrado

si y sólo si para toda partición, fS1; : : : ; Spg, de N en coaliciones factibles,

se veri�ca la desigualdad

v (S1) + � � �+ v (Sp) � v(N):
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Demostración: Si
�
N; vF

�
es equilibrado, entonces C

�
vF
�
6= ;, por lo que

existe x 2 C
�
vF
�
. De aquí,

v(N) = x(N) =

pX
i=1

x (Si) �

pX
i=1

v(Si);

para cada partición fSig
p
i=1 de N en coaliciones factibles.

Recíprocamente, sea el programa lineal dual asociado

min x(N)

s. a x(S) � v(S); 8S 2 F n f;g:

El programa primal tiene una solución entera óptima. Por tanto, existe

una partición de N en coaliciones factibles, S�1 ; : : : ; S
�
r 2 F y un vector

óptimo x� 2 R
n tal que

x�(N) =
rX
i=1

v (S�i ) :

La hipótesis implica que x�(N) � v(N) y x�(S) � v(S); para todo S 2 F .

Como N 2 F , resulta �nalmente que x� 2 C
�
vF
�
: 2

Si (N; v; E) es una situación de comunicación, con (N; v) superaditivo y

cero-normalizado, donde (N;E) es un árbol, entonces la familia de coalicio-

nes factibles (N;F) correspondiente (véase Ejemplo 2.5) y el juego (N; v),

satisfacen las hipótesis del Teorema 2.36, (ver [42]). Por tanto, este resultado

implica la Proposición 2 de Potters y Reijnierse [63].

2.3 Conjuntos estables y cooperación parcial

En esta sección, se estudian las relaciones que existen entre la dominancia de

imputaciones en el juego (N; v) y en los correspondientes juegos restringidos,

con el objetivo de analizar si se conserva la estabilidad de un determinado

conjunto de imputaciones cuando se condiciona la cooperación.
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2.3.1 Sistemas unitarios

En este apartado, se van a considerar ternas (N; v;F) en las que (N;F) es

un sistema unitario y (N; v) es un juego cooperativo para el que se veri�ca

la igualdad v(N) = ~vF(N).

El primer resultado establece que la relación de dominación entre imputa-

ciones, a través de una coalición factible, se mantiene cuando se establece una

cooperación parcial basada en un sistema unitario.

Proposición 2.37 Sean (N; v;F) donde (N;F) es un sistema unitario y

S 2 F . Si x; y 2 I (v), entonces

x dom S y en (N; v) =) x dom S y en
�
N; ~vF

�
:

Demostración: Teniendo en cuenta que I(v) = I
�
~vF
�
, es su�ciente probar

que si v(S) � x(S), con S 2 F , entonces se veri�ca que ~vF(S) � x(S).

En efecto, al ser

~vF(S) = max

(X
i2I

v(Si) : fSigi2I 2 PF(S)

)

y fSg 2 PF (S), se deduce que ~vF(S) � v(S) � x(S): 2

El recíproco no es cierto. El siguiente ejemplo permite a�rmar que si

x dom S y, con S 2 F , en el juego
�
N; ~vF

�
, no se deduce que se siga mante-

niendo la relación de dominancia en el juego (N; v):

Ejemplo 2.38 Sean N = f1; 2; 3; 4; 5g y la función característica del juego

(N; v) de�nida por

v(S) =

8>>><
>>>:

3 si jSj = 2;

4 si 3 � jSj � 4;

7 si S = N;

0 en otro caso,
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y F = f;; f1g ; f2g ; f3g ; f4g ; f5g ; f1; 2g ; f3; 4g ; f1; 2; 3; 4g ; Ng.

Nótese que (N; v) es un juego monótono y cero-normalizado, aunque no

es superaditivo. Como v(N) = 7 y ~vF(N) = max f0; 3; 6; 4; 7g = 7, se veri�ca

que

I(v) =
�
x 2 R

5 : x(N) = 7; xi � 0; 1 � i � 5
	
= I

�
~vF
�
:

Sean x = (1; 2; 1; 1; 2), y = (0; 1; 0; 0; 6) 2 I(v) = I
�
~vF
�
. Puede obser-

varse que x dom y en
�
N; ~vF

�
a través de la coalición S = f1; 2; 3; 4g 2 F ya

que,

xi > yi; 1 � i � 4 y x(S) = 5 � ~vF(S) = 6:

Sin embargo, aunque x domina a y a través de S 2 F , en el juego
�
N; ~vF

�
,

ello no ocurre en el juego (N; v) al ser x(S) = 5 6� 4 = v(S).

La Proposición 2.37 está formulada considerando la circunstancia en la

que la coalición S sea factible. Si S =2 F , entonces no se da ninguna relación

entre la dominancia debido a que no existen relaciones permanentes entre

~vF(S) y v(S). No obstante, puede formularse el siguiente resultado.

Proposición 2.39 Sean (N; v;F) con (N;F) un sistema unitario y S =2 F .

Si x; y 2 I (v) tales que x dom S y en el juego (N; v) y existe una partición

fSigi2I 2 PF(S) cuyos elementos veri�can

jSij � 2 y x dom Si y; 8i 2 I; en el juego (N; v)

entonces x dom S y en el juego
�
N; ~vF

�
.

Demostración: Evidentemente xi > yi, para cualquier i 2 S. Por otro

lado, sea fSigi2I 2 PF (S) la partición indicada en la hipótesis. Entonces,

x(S) =
P

i2I x(Si) y, además, x(Si) � v(Si) ya que, x dom Si y en (N; v),

para toda Si. Luego,

x(S) =
X
i2I

x(Si) �
X
i2I

v(Si)
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� max

(X
k2K

v(Sk) : fSkgk2K 2 PF(S)

)
= ~vF (S) :

Por de�nición, las desigualdades x(S) � ~vF(S), xi > yi, para todo i 2 S,

implican que x dom S y en el juego
�
N; ~vF

�
. 2

Proposición 2.40 Sea (N; v;F) con (N;F) un sistema unitario y (N; v)

superaditivo para las coaliciones factibles disjuntas dos a dos. Si x; y 2 I (v),

entonces

x dom S y en
�
N; ~vF

�
=) x dom S y en (N; v):

Demostración: Si x domS y en
�
N; ~vF

�
, entonces xi > yi, para todo i 2 S,

y x(S) � ~vF(S). Sea fS�kgk2K la partición de S en coaliciones factibles para

la que se alcanza el máximo. Entonces, se tendrá que

~vF(S) = max

(X
i2I

v(Si) : fSigi2I 2 PF(S)

)

=
X
k2K

v(S�k) � v

 [
k2K

S�k

!
= v(S):

Por tanto, x(S) � ~vF(S) � v(S): 2

De manera inmediata surgen las siguientes consecuencias.

Corolario 2.41 Sea (N; v;F) con (N;F) un sistema unitario y considérense

x; y 2 I (v). Se veri�ca:

(a) Si (N; v) es superaditivo y S 2 F , entonces

x dom S y en (N; v)() x dom S y en
�
N; ~vF

�
:

(b) Si (N; v) es simple y propio,

x dom S y en
�
N; ~vF

�
=) x dom S y en (N; v):
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La proposición anterior permite indicar que, bajo la condición de supera-

ditividad del juego (N; v), si V � I(v) es internamente estable en el juego

(N; v), también va a serlo en el juego
�
N; ~vF

�
. Ahora bien, previo a enunciar

el resultado correspondiente, se quiere indicar que, siguiendo la notación de

Driessen [24], dado V � I(v), se denotará por domV al conjunto de todas las

imputaciones que son dominadas por imputaciones del conjunto V ; es decir,

domV = fx 2 I(v) : existe y 2 V tal que y dom xg:

Proposición 2.42 Sea (N; v;F) con (N;F) un sistema unitario y (N; v) un

juego superaditivo. Si V � I(v), entonces

V \ domV = ; en (N; v) =) V \ domV = ; en
�
N; ~vF

�
:

Demostración: Por reducción al absurdo: supóngase que V \ domV 6= ;

en
�
N; ~vF

�
, lo que signi�ca que existe x 2 V y x 2 dom V . Por tanto, existe,

además, y 2 V tal que y domS x en
�
N; ~vF

�
a través de alguna coalición S.

Aplicando la Proposición 2.40 resulta que y domS x en (N; v) y, entonces,

x 2 domV en (N; v). De aquí, V \ domV 6= ; en (N; v), lo cual está en

contradicción con la hipótesis. 2

Sin embargo, si V � I(v) tiene estabilidad externa en el juego (N; v); no

puede asegurarse, de manera inmediata, la estabilidad externa en el juego�
N; ~vF

�
.

Por último, se establecen algunas relaciones entre el core, la dominancia

y los conjuntos estables.

Proposición 2.43 Sea (N; v;F) con (N;F) un sistema unitario.

(a) Si x 2 C(v), entonces no existe y 2 I
�
~vF
�
tal que y dom x en el juego�

N; ~vF
�
.
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(b) Sea (N; v) superaditivo y x 2 I(v). Si no existe y 2 I(v) tal que y domx

en (N; v), entonces x 2 C
�
~vF
�
.

(c) El core del juego (N; v) está incluido en cualquier conjunto estable para

el juego
�
N; ~vF

�
:

Demostración: (a) Si x 2 C(v), entonces x(S) � ~vF(S), para toda coali-

ción S � N , S 6= ;, ya que, utilizando la Proposición 2.25, se veri�ca la

inclusión C(v) � C
�
~vF
�
.

Si existiera y 2 I
�
~vF
�
tal que y domx en

�
N; ~vF

�
, implicaría que existe

S � N , S 6= ;, tal que y dom S x; es decir, existe una coalición S para la que

se veri�can y(S) > x(S), y(S) � ~vF(S).

De lo anterior se deduce que ~vF(S) � y(S) > x(S), lo que está en con-

tradicción con el hecho de que x 2 C
�
~vF
�
.

(b) Si no existe y 2 I(v) tal que y domx, en (N; v), entonces, por la Proposi-

ción 2.40, no existe y que domine a x en el juego
�
N; ~vF

�
y, teniendo en

cuenta la caracterización del core para juegos superaditivos ([24, Teorema

4.2]), resulta que x 2 C
�
~vF
�
:

(c) Es inmediato debido a que, según la Proposición 2.25, C(v) � C
�
~vF
�
. 2

Proposición 2.44 Sea (N; v;F) con (N;F) una familia intersectante uni-

taria y (N; v) un juego convexo. Entonces, C
�
~vF
�
es el único conjunto es-

table para el juego restringido.

Demostración: Es una consecuencia inmediata del resultado de Faigle [28,

pág. 48], por el que se transmite la convexidad del juego (N; v) al juego

restringido, y del hecho de ser el core, cuando un juego es convexo, el único

conjunto estable [71]. 2
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2.3.2 Sistemas estables para la unión

En general, los resultados anteriormente establecidos en (N; v;F), siendo

(N;F) sistemas unitarios, pueden ser probados para estructuras de coopera-

ción que son estables para la unión. Con tal objetivo, se considerarán ternas

(N; v;F) en las que (N;F) es un sistema de coaliciones estable para la unión

y (N; v) es un juego cooperativo tal que v(N) = vF(N) y v (fig) � 0, para

todo i 2 N .

En este apartado, conviene recordar que las condiciones anteriores, úni-

camente aseguran que I(v) � I
�
vF
�
. De ahí que, a veces, sea necesario

introducir alguna condición adicional.

Proposición 2.45 Sean (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión y S 2 F . Si x; y 2 I (v), entonces

x dom S y en (N; v) =) x dom S y en
�
N; vF

�
:

Demostración: Como I(v) � I
�
vF
�
, basta probar que si S 2 F , la de-

sigualdad v(S) � x(S) implica que vF(S) � x(S). Ello es inmediato ya que

al ser S 2 F , se tiene la igualdad vF(S) = v(S): 2

Nótese que la igualdad vF(S) = v(S) permite formular la proposición

recíproca siempre que el juego (N; v) y el juego restringido
�
N; vF

�
tengan

el mismo conjunto de imputaciones. Para ello, es su�ciente exigir, además

de ser v(N) = vF(N), que (N; v) sea un juego cero-normalizado o que el par

(N;F) sea un sistema de partición. En ambas circunstancias, sería cierto

que, para S 2 F ,

x dom S y en (N; v)() xdom S y en
�
N; vF

�
:
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Proposición 2.46 Sean (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión y S =2 F . Si x; y 2 I (v) tales que x dom S y en el juego (N; v) y los

elementos de CF(S) = fSigi2I veri�can

jSij � 2 y x dom Si y; 8i 2 I;

entonces, x dom S y en el juego
�
N; vF

�
.

Demostración: Evidentemente xj > yj, para cualquier j 2 S. Por otro

lado, sea fSigi2I el conjunto de las coaliciones factibles maximales de la

coalición S. Entonces, x(S) =
P

i2I x(Si) y, además, x(Si) � v(Si) ya que,

x domSi y, para toda Si. Luego

x(S) =
X
i2I

x(Si) �
X
i2I

v(Si) = vF(S):

Las desigualdades x(S) � vF(S), xj > yj, para todo j 2 S, implican que

x domS y en el juego
�
N; vF

�
. 2

Proposición 2.47 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión con (N; v) cero-normalizado y superaditivo. Si x; y 2 I (v), entonces

x dom S y en
�
N; vF

�
=) x dom S y en (N; v):

Demostración: Si x domS y en
�
N; vF

�
, entonces xi > yi, para todo i 2 S,

y x(S) � vF(S) � v(S) al ser (N; v) superaditivo y cero-normalizado. 2

De manera inmediata se obtiene la siguiente consecuencia.

Corolario 2.48 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión con (N; v) cero-normalizado, simple y propio. Si x; y 2 I (v), entonces

x dom S y en
�
N; vF

�
=) x dom S y en (N; v):
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Al igual que ocurría en los sistemas unitarios, la proposición anterior

permite indicar que, bajo las condiciones de superaditividad y cero-norma-

lización del juego (N; v), si V � I(v) es internamente estable en el juego

(N; v), también va a serlo en el juego
�
N; vF

�
.

Proposición 2.49 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión con (N; v) un juego superaditivo y cero-normalizado. Si V � I(v),

entonces

V \ domV = ; en (N; v) =) V \ domV = ; en
�
N; vF

�
:

Demostración: La prueba es análoga a la realizada para la Proposición

2.42. 2

Recuérdese que la hipótesis de que el juego (N; v) sea cero-normalizado

puede ser omitida si el par (N;F) constituye un sistema de partición. Tam-

bién, del mismo modo como se razonó para los sistemas unitarios, puede

indicarse aquí que si V � I(v) tiene estabilidad externa en el juego (N; v);

no puede asegurarse, de manera inmediata, la estabilidad externa en el juego�
N; vF

�
.

Por último, se establece una relación entre el core y la dominancia. A-

demás, se proporciona una condición su�ciente para que el core del F -juego

restringido sea el único conjunto estable.

Proposición 2.50 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión y (N; v) un juego cero-normalizado.

(a) Si x 2 C(v), entonces no existe y 2 I
�
vF
�
tal que y dom x en el juego�

N; vF
�
.

(b) Sean (N; v) superaditivo y x 2 I(v). Si no existe y 2 I(v) tal que

y domx en (N; v), entonces x 2 C
�
vF
�
.
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(c) El core del juego (N; v) está incluido en cualquier conjunto estable para

el juego
�
N; vF

�
:

Demostración: Análoga a la correspondiente de la Proposición 2.43 aun-

que, en este caso, es necesaria la Proposición 2.30 para establecer la relación

de inclusión entre C(v) y C
�
vF
�
, y en el apartado (b) se ha utilizado la

Proposición 2.14 que asegura que el juego
�
N; vF

�
es superaditivo. 2

Proposición 2.51 Sea (N; v;F) con (N;F) una familia intersectante y (N; v)

un juego convexo y cero-normalizado. Entonces, C
�
vF
�
es el único conjunto

estable para el F-juego restringido.

Demostración: El Teorema 2.20 asegura que el juego restringido
�
N; vF

�
es convexo. Entonces, su core es el único conjunto estable. 2



Capítulo 3

El valor de Myerson

generalizado

En el capítulo anterior se han introducido diferentes clases de familias de coa-

liciones factibles que modelan la cooperación parcial y los conceptos de juegos

restringidos por dicha cooperación. Para ellos, se han estudiado algunos con-

ceptos de solución que asocian, a cada juego restringido, un subconjunto del

conjunto de imputaciones y se han relacionado estos conceptos, en lo posible,

con sus homólogos en el caso de que no existan restricciones a la cooperación.

El objetivo de los dos capítulos siguientes es considerar algunos concep-

tos de solución que asocien, a cada juego restringido por la cooperación, una

única distribución de pagos. Si se tiene en cuenta que el antecedente clásico,

en estos modelos de cooperación parcial, es el valor de Myerson para situa-

ciones de comunicación, es lógico plantearse el estudio de su generalización en

este contexto de familias de coaliciones factibles, así como su caracterización

axiomática. Esto constituye el objetivo especí�co de este capítulo.

Básicamente, el capítulo está dividido en tres partes. La primera pre-

senta y desarrolla los conceptos de base y soporte en un sistema de coali-

ciones factibles que sea estable para la unión. Estos conceptos tendrán un

79
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papel fundamental en la axiomatización del valor generalizado de Myerson

y permitirán, en paralelo, establecer una estrecha relación entre este modelo

de cooperación parcial y las denominadas estructuras de conferencias de My-

erson (1980) [54]. La segunda parte se centrará en de�nir y estudiar algunas

propiedades del valor de Myerson generalizado, obteniéndose una primera

caracterización axiomática del mismo para, en la tercera parte, plantear al-

gunas ideas que permitan un cómputo más e�caz; estas ideas se basarán en

los dividendos del juego restringido y en las F -componentes de la coalición

N .

3.1 La base de un sistema estable para la

unión

Considérese un sistema [-estable (N;F) y sea G � F . A partir de G se

procede a realizar la siguiente construcción:

G(0) = G

G(1) = f S [ T : S; T 2 G(0); S \ T 6= ; g
...

G(k) = f S [ T : S; T 2 G(k�1); S \ T 6= ; g
...

Obsérvese que

G(0) � G(1) � � � � � G(k) � � � � � F ;

puesto que G � F y (N;F) es un sistema [-estable. Además, el proceso

es siempre �nito ya que, al ser F �nito, se obtendrían a lo sumo, todas las

coaliciones factibles de F . Esta observación permite introducir el siguiente

concepto.
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De�nición 3.1 Sean (N;F) un sistema [-estable y G � F . Se denomina

sistema generado por G, denotado por SG (G), al conjunto

SG (G) = G(k), donde k es el menor entero tal que G(k+1) = G(k).

Obviamente, SG(;) = ;, SG(fSg) = fSg para cualquier S 2 F , y

SG (F) = F .

En el siguiente ejemplo se ilustra este concepto.

Ejemplo 3.2 Sea N = f1; 2; 3; 4; 5g y considérese el sistema [-estable (N;F)

dado por

F = ff1g ; f3g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f2; 4g ; f3; 5g ; f1; 2; 3g ; f1; 2; 4g ;

f2; 3; 4g ; f2; 3; 5g ; f1; 2; 3; 4g ; f1; 2; 3; 5g ; f2; 3; 4; 5g ; Ng:

Si G = ff1; 2g ; f2; 3g ; f3; 5gg � F , entonces

G(0) = G = ff1; 2g ; f2; 3g ; f3; 5gg ;

G(1) = ff1; 2g ; f2; 3g ; f3; 5g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 5gg ,

G(2) = ff1; 2g ; f2; 3g ; f3; 5g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 5g ; f1; 2; 3; 5gg ,

G(3) = G(2).

Luego,

SG (G) = G(2) = ff1; 2g ; f2; 3g ; f3; 5g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 5g ; f1; 2; 3; 5gg � F

y, en este caso, k = 2:

Proposición 3.3 Sean (N;F) un sistema [-estable y G � F . Entonces, se

veri�ca que (N; SG (G)) es también un sistema [-estable.
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Demostración: Supóngase que SG (G) = G(k), para algún k y sean las

coaliciones F1; F2 2 SG (G), con F1 \ F2 6= ;. Entonces,

F1; F2 2 G
(k); F1 \ F2 6= ; =) F1 [ F2 2 G

(k+1) = G(k).

2

Sería deseable encontrar, para cada sistema de coaliciones estable para la

unión, un subconjunto minimal que, por el proceso anteriormente descrito,

genere toda la familia inicial. Esta idea conduce a los siguientes conceptos.

Sean (N;F) un sistema [-estable y G � F . Si (N;G) es [-estable exis-

tirán, posiblemente, coaliciones factibles que puedan expresarse como unión

de dos coaliciones factibles con intersección no vacía. Esto da lugar a con-

siderar el conjunto:

D (G) = fG 2 G : G = A [B; A 6= G; B 6= G; A;B 2 G; A \B 6= ;g:

Es decir, D (G) está formado por aquellas coaliciones factibles que se

pueden expresar como unión de otras dos coaliciones factibles distintas y no

disjuntas.

De�nición 3.4 Sea (N;F) un sistema [-estable. Al conjunto

B (F) = F nD (F) ,

se le denomina base de F . Sus elementos se llaman soportes de F .

El siguiente ejemplo ilustra el concepto de base.

Ejemplo 3.5 Sea N = f1; 2; 3; 4g y considérese la familia de coaliciones

factibles

F = ff1g; f3g; f1; 2g; f1; 3g; f3; 4g; f1; 2; 3g; f1; 3; 4g; f2; 3; 4g; f1; 2; 3; 4gg:
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El sistema (N;F) es estable para la unión de coaliciones con intersección

no vacía. Para calcular la base de F se seleccionan, del conjunto de coalicio-

nes factibles, aquéllas que pueden expresarse como unión de dos coaliciones

factibles distintas con intersección no vacía; esto es,

f1; 2; 3; 4g = f1; 3; 4g [ f2; 3; 4g;

f1; 3; 4g = f1; 3g [ f3; 4g;

f1; 2; 3g = f1; 2g [ f1; 3g;

y así,

D (F) = ff1; 2; 3g ; f1; 3; 4g ; f1; 2; 3; 4gg :

Finalmente, se eliminan de F dichas coaliciones, quedando

B (F) = ff1g; f3g; f1; 2g; f1; 3g; f3; 4g; f2; 3; 4gg:

Es evidente que, por construcción, el conjunto B (F) es único y no vacío,

siempre que F 6= ;. El siguiente resultado permite conocer qué elementos de

F forman parte siempre de B (F).

Proposición 3.6 Sea (N;F) un sistema [-estable. Se veri�can las siguien-

tes condiciones:

(a) Si ; 2 F , entonces ; 2 B (F).

(b) Para todo j 2 N tal que fjg 2 F , se veri�ca que fjg 2 B (F).

(c) Si S 2 F es un elemento minimal en (F ;�), entonces S 2 B (F).

(d) Si S 2 F y S � fjg o bien S � ; en (F ;�), entonces S 2 B (F).

Demostración: Los apartados (a), (b) y (c) son inmediatos ya que el con-

junto vacío, las coaliciones unitarias y las coaliciones minimales en (F ;�)

no pueden expresarse como unión de dos coaliciones distintas de F y con

intersección no vacía.



84 Capítulo 3. El valor de Myerson generalizado

(d) Sea S 2 F tal que S � fjg o bien S � ;. Se puede suponer que S no

es unitaria ya que, en otro caso, el resultado es trivial por el apartado (b).

Se razona por reducción al absurdo. Si S =2 B (F) = F n D (F), entonces

S 2 D (F) y así,

9A;B 2 F ; A 6= S; B 6= S; A \ B 6= ; y S = A [B:

Entonces, se tiene que ; � A � S, ; � B � S y, por tanto, S 6� ; en

(F ;�). Por otro lado, si j 2 S, tal que fjg 2 F , resulta que j 2 A[B y así

pertenece a A, a B o a ambos. De ahí, fjg � A � S o fjg � B � S, con lo

que S 6� fjg en (F ;�).

2

Como consecuencia inmediata de los apartados (c) y (d) de la proposición

anterior, se tiene que si S 2 F y jSj � 2; entonces S 2 B (F).

Dado (N;F) un sistema [-estable y teniendo en cuenta los resultados

anteriores, se puede establecer la aplicación

' : 2F �! 2F ; ' (G) = G = SG (G) ;

que posee las características que se indican a continuación.

Proposición 3.7 Sea (N;F) un sistema [-estable. La aplicación anterior-

mente de�nida ' : 2F �! 2F es un operador clausura; es decir,

(a) Para todo G 2 2F , se tiene G � ' (G).

(b) Si G � R � F , entonces ' (G) � ' (R).

(c) Para todo G 2 2F , ' (' (G)) = ' (G).

Demostración: (a) Es inmediata por construcción, ya que

G = G(0) � SG (G) = ' (G) :
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(b) Sea G � R � F . Para demostrar que SG (G) � SG (R), se probará que

G(k) � R(k) para cada número natural k. Por inducción, si k = 0, entonces

G(0) = G � R = R(0).

Supóngase cierto para k�1. SeaH 2 G(k); entonces H = S[T , S; T 2 G(k�1),

con S \ T 6= ; y ello implica, por hipótesis de inducción, que S; T 2 R(k�1).

Como S \ T 6= ;, resulta ser S [ T = H 2 R(k). Luego G(k) � R(k).

(c) Si ' (G) = SG (G) = G(k), entonces

' (' (G)) = '
�
G(k)

�
= SG

�
G(k)

�
= G(k) = ' (G) ;

ya que, por la De�nición 3.1, k es el menor entero tal que G(k+1) = G(k). 2

La proposición anterior permite a�rmar que
�
F ; '

�
2F
��
, siendo

'
�
2F
�
=
�
' (G) : G 2 2F

	
� 2F ;

es un espacio de clausura. En lo que sigue, se utilizará la terminología clásica

con lo que el espacio de clausura
�
F ; '

�
2F
��

se denotará por (F ;�) y a los

elementos de '
�
2F
�
se les denominará cerrados.

La siguiente proposición permite caracterizar a los cerrados.

Proposición 3.8 Sea (N;F) un sistema [-estable y considérese el espacio

de clausura (F ;�). Entonces G 2 2F es cerrado si y sólo si (N;G) es un

sistema [-estable.

Demostración: Si G es cerrado, existe R 2 2F tal que R = G y, aplicando

la Proposición 3.3,
�
N;R

�
= (N;G) es un sistema [-estable.

Recíprocamente, si (N;G) es un sistema [-estable resulta que

G = G, por ser G(1) = G(0) = G,

con lo que G es cerrado. 2
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Conviene, en principio, no confundir el concepto de base dado por Edel-

man y Jamison para espacios de clausura con el concepto de base introducido

para una familia estable para la unión, aunque, en los resultados que se dan

a continuación, se caracteriza la base de una familia estable para la unión y

se pone de mani�esto la coincidencia de ambos conceptos, lo que justi�ca el

nombre asociado al conjunto B (F).

Proposición 3.9 Sea (N;F) un sistema [-estable. Entonces B (F) es el

subconjunto minimal de F tal que B (F) = F .

Demostración: En primer lugar, se prueba que B (F) = F . En efecto, por

un lado, se tiene que

B (F) � F , al ser B (F) � F y (N;F) un sistema [ -estable.

Para probar la inclusión contraria, se procede por inducción sobre el

número de elementos de las coaliciones factibles de F . Teniendo en cuenta

la Proposición 3.6, los elementos minimales en (F ;�) pertenecen a la base

B (F) y, por tanto, a B (F). Ahora, supóngase que F 2 B (F), para todo

F 2 F con jF j < p. Entonces, dado F 2 F con jF j = p, resulta que

F 2 B (F) o bien F =2 B (F). En el primer caso, F 2 B (F). En otro caso,

F 2 D (F) y, de ahí, la existencia de coaliciones factibles S; T 2 F , S 6= F ,

T 6= F , S \ T 6= ; tal que S [ T = F . Aplicando la hipótesis de inducción,

ya que jSj < p y jT j < p, se tiene que S; T 2 B (F) y, como
�
N;B (F)

�
es

un sistema [-estable, F = S [ T 2 B (F).

Por último, la existencia de otro conjunto S tal que S � B (F) � F ,

veri�cando la igualdad S = F , obliga a que los elementos de B (F) pertenez-

can a S ya que no pueden expresarse como unión de dos coaliciones factibles

distintas y no disjuntas. Por tanto, sería S = B (F), lo que indica que B (F)

es minimal. 2

De la proposición anterior, se puede concluir que B (F) es base de F en

el sentido de Edelman y Jamison para espacios de clausura.
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Proposición 3.10 Sean (N;F) y (N;G), con G � F , sistemas [-estables.

Entonces, cualquier elemento de B (G) es extremal; es decir,

ex (G) = B (G) :

Demostración: Sea (N;G) un sistema [-estable y B (G) su base. Edelman

y Jamison [26] indican que, en un espacio de clausura, se veri�ca que el

conjunto de puntos extremales de G está incluido en la base B (G); es decir,

ex (G) � B (G). Queda, por tanto, demostrar que B (G) � ex (G).

Para ello, es su�ciente probar que, para todo B 2 B (G), se veri�ca que

GnfBg es un sistema [-estable. En efecto, sean S; T 2 GnfBg, con S\T 6= ;.

Por un lado, como S; T 2 G tienen intersección no vacía y G es un sistema

[-estable, resulta que S [T 2 G. Por otro lado, S [T 6= B ya que de ocurrir

lo contrario, B =2 B (G) por de�nición de B (G). Luego, S [ T 2 G n fBg. 2

Las Proposiciones 3.9 y 3.10 permiten a�rmar que el espacio de clausura

(F ;�) constituye una geometría convexa ya que, para cualquier cerrado G,

se tiene

ex (G) = B (G) = G:

A continuación, se estudian algunas propiedades que relacionan entre sí

las F -componentes, las coaliciones factibles y los soportes de cualquier sis-

tema [-estable. Dichas propiedades no tienen un hilo conductor entre ellas

y se exponen por ser necesarias en demostraciones de resultados correspon-

dientes a este capítulo y al capítulo posterior.

Proposición 3.11 Sea (N;F) un sistema [-estable. Se veri�can las si-

guientes condiciones:

(a) Si F 2 F , entonces F =
S
i2I Bi, con Bi 2 B (F).

(b) Si N =2 F , existe una partición fB1;B2; : : : ;Bpg de B (F) tal que si

B 2 Bi; B
0
2 Bj; con 1 � i; j � p; i 6= j, entonces B \ B

0
= ;:



88 Capítulo 3. El valor de Myerson generalizado

Demostración: (a) Si F 2 F , entonces F 2 SG (B (F)) y, por tanto, es un

soporte o es unión de soportes con intersecciones no vacías.

(b) Sea N =2 F y CF(N) = fN1; N2; : : : ; Npg. Aplicando la Proposición 2.8

se tiene que Ni 2 F y Ni \Nj = ;; para 1 � i; j � p; i 6= j.

Como Ni 2 F , resulta que

Ni =
[
k2K

Bk; con Bk 2 B (F) ,

y se denotará por Bi a la colección formada por todos los soportes que están

incluidos en la F -componenteNi: Entonces, a cada coalición factible maximal

de N se le puede asociar

Ni 2 CF(N) 7�! Bi � B (F) ; i = 1; : : : ; p:

El conjunto fB1;B2; : : : ;Bpg forma una partición de B (F) : En efecto,

por un lado,
p[
i=1

Bi � B (F) :

Por otro lado, si B 2 B (F) entonces B 2 F . Si B es factible maximal

de N , el propio conjunto B junto con todos los soportes contenidos en él,

constituyen una de las colecciones Bi y, por tanto, B 2
Sp
i=1 Bi: Si no es

maximal, entonces B � Nj para algún j y, de ahí, B 2 Bj �
Sp
i=1 Bi:

Por último, si B 2 Bi y B
0
2 Bj, con 1 � i; j � p; i 6= j, entonces

B \ B
0
= ;. En efecto, si B \ B

0
6= ;, entonces Ni \Nj 6= ; ya que B � Ni

y B
0
� Nj: Esto es una contradicción, porque Ni; Nj son F -componentes de

N , y por tanto disjuntas.

Luego, B \ B
0
= ; y esto permite deducir que fB1;B2; : : : ;Bpg es una

partición de B (F). 2

El apartado (a) de la Proposición 3.11 indica que cualquier coalición

factible puede expresarse como unión de soportes. Este resultado, puede

precisarse en el sentido de que, en la unión, únicamente intervengan soportes
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no unitarios siempre que la coalición tenga cardinal mayor o igual que dos.

Ello se expone en el siguiente resultado.

Proposición 3.12 Sea (N;F) un sistema [-estable. Si F 2 F con jF j � 2;

entonces

F =
[
i2I

Bi; con Bi 2 B (F) tal que jBij � 2:

Demostración: Si F 2 F , se tiene que

F =
[
i2J

Bi; con Bi 2 B (F) .

Es decir, F es un soporte, o bien es una unión de soportes entre los que

hay intersecciones no vacías.

Si algún Bj = fjg, con j 2 N , entonces debe existir Bk 2 fBigi2J , k 6= j

tal que Bk \ Bj 6= ;. Esto implica que j 2 Bk y jBkj � 2: Por tanto,

F =
[
i2J

Bi =
[
i2J
i 6=j

Bi:

Procediendo de esta forma, puede escribirse,

F =
[

i2I�J

Bi, con Bi 2 B (F) tal que jBij � 2:

2

Proposición 3.13 Sea (N;F) un sistema [-estable. Sean A � B (F) y

J � B (F) tal que, para todo B 2 A y todo B
0
2 J , B \ B

0
= ;: Entonces,

(a) Para todo S 2 A y todo S
0
2 J , se veri�ca que S \ S

0
= ;:

(b) A [ J = A [ J .

(c) CA[J (N) = CA(N) [ CJ (N):
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Demostración: (a) Si S 2 A y S
0
2 J , entonces S =

S
i2I Bi, con Bi 2 A

y S
0
=
S
j2J Bj, con Bj 2 J . Si S \ S

0
6= ;, esto implica que [

i2I

Bi

!
\

 [
j2J

Bj

!
6= ;.

De ahí,
S

i2I
j2J

(Bi \Bj) 6= ;, de lo que se deduce que Bi \ Bj 6= ; para

algunos i; j, lo cual es una contradicción con la hipótesis.

(b) Por de�nición, A[ J = fB 2 B (F) : B 2 A [ J g. Como cada uno de

los soportes de A tiene intersección vacía con cada uno de los soportes de J ,

resulta que, aplicando el proceso de construcción de clausura, es inmediato

que el conjunto de las coaliciones factibles generadas por los soportes de

A[J coincide con el conjunto unión constituido por las coaliciones factibles

generadas por A y las coaliciones factibles generadas por J .

(c) Puesto que cualquier F -componente de N es una coalición factible en

A [ J , la conclusión es inmediata a partir del apartado (b). 2

Es obvio que si, para todo B 2 A y todo B
0
2 J , se tiene que B\B

0
= ;,

entonces A \ J = ;. Nótese que el hecho de ser A \ J = ;, no implica que

para todo B 2 A y todo B
0
2 J , se veri�que que B \ B

0
= ;. En este caso,

no se veri�ca que A[ J = A[J , como se pone de mani�esto en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.14 Sea B (F) = ff1; 2g ; f2; 3g ; f3g ; f4; 5gg y considérense los

siguientes subconjuntos de B (F): A = ff1; 2gg, J = ff2; 3gg. Se tiene que

A \ J = ; y, sin embargo, f1; 2g \ f2; 3g 6= ;. Además,

A[ J = ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg 6= ff1; 2g ; f2; 3gg = A [ J .

En la Proposición 3.8 se indicó que si (N;F) es un sistema [-estable y

se considera el espacio de clausura (F ,�), los cerrados de dicho espacio son
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las colecciones G 2 2F , tal que (N;G) es un sistema [-estable. Lógicamente,

tiene sentido considerar sus respectivas bases B (G), las cuales, en general,

no están relacionadas con la base B (F). Esto, se pone de mani�esto en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15 Sean N = f1; 2; 3; 4g y el sistema [-estable (N;F) dado por

F = ff1g ; f4g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg :

Considérese el sistema [-estable (N;G) con G = ff1; 2; 3gg � F . Las

bases de ambos sistemas [-estables son

B (F) = ff1g ; f4g ; f1; 2g ; f2; 3gg , B (G) = ff1; 2; 3gg ;

y se veri�ca que B (F) \ B (G) = ;.

No obstante, existe una clase especial de cerrados del espacio (F ,�), los

cuales tendrán una relevancia fundamental en las secciones posteriores, para

los que su base mantiene una relación de inclusión con la base B (F) como

se mani�esta en el resultado que se expone a continuación.

Proposición 3.16 Sean (N;F) un sistema [-estable y S � N . Considérese

la colección

FS = fF 2 F : F � Sg :

Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) (N;FS) es un sistema [-estable.

(b) CF(S) = CFS(N):

(c) B (FS) = fB 2 B (F) : B � Sg :
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Demostración: (a) Sean A;B 2 FS tal que A\B 6= ;. Entonces A;B 2 F ,

A \ B 6= ; y, por tanto, A [ B 2 F por ser (N;F) un sistema [-estable.

Por otro lado, A � S y B � S, de donde A [ B � S y así A [ B 2 FS.

Por tanto, (N;FS) es un sistema [-estable.

(b) Se puede suponer que CFS(N) es no vacío ya que, en otro caso, se veri�ca

la igualdad trivialmente. Sea M una coalición factible maximal de N en FS.

Obviamente M � S y M 2 F . Supóngase que existe F 2 F de forma que

M � F � S; ello signi�caría que existe una coalición F 2 FS que veri�ca

M � F � N , lo cual va en contra de que M sea componente maximal de N

en FS. Por tanto, M 2 CF(S). Recíprocamente, sea R una coalición factible

maximal de S en F ; es inmediato que R 2 FS. Si R no fuera componente

maximal de N en FS, existiría una coalición F 2 FS que veri�ca R � F � N ;

ello implica que, al ser F � S y F 2 F , R no sería coalición factible maximal

de S en F .

(c) Al ser (N;FS) un sistema [-estable, tiene sentido considerar su base.

Habría que probar que fB 2 B (F) : B � Sg = FS. En efecto, es inme-

diato que fB 2 B (F) : B � Sg � FS, ya que fB 2 B (F) : B � Sg � FS y

(N;FS) es un sistema [-estable.

Sea, entonces, F 2 FS: Ello implica que F 2 F y F � S: Como F es

una coalición factible, es unión de soportes entre los que hay intersecciones

no vacías; es decir,

F =
[
i2I

Bi, con Bi 2 B (F) :

Puesto que F � S, entonces Bi � S para todo i 2 I y, de aquí, se tiene

que Bi 2 fB 2 B (F) : B � Sg, para cada i 2 I. Por tanto, se obtiene que

FS � fB 2 B (F) : B � Sg: 2

Proposición 3.17 Sea (N;F) un sistema [-estable. Entonces, para toda

coalición S � N , se veri�ca

CF(S) =
[

M2CF (N)

CF(S \M):
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Demostración: Se probará el resultado por doble inclusión. Si R 2 CF(S),

entonces R � S y, por de�nición de coaliciones factibles maximales y la

Proposición 2.8, se tiene que R � M para una única M 2 CF(N). De ahí,

R � S \M . Además, R es una F -componente de S \M ya que si existiera

otra H 2 F con R � H � S \M , resultaría que R � H � S, con lo que R

no sería una F -componente de S, en contra de lo supuesto.

Para demostrar la inclusión contraria, considérese que R es una F -com-

ponente de la coalición S \M , para alguna M 2 CF(N). Se probará que

R es una F -componente de S. En efecto, por de�nición de coalición factible

maximal de S \M , se tiene que no existe una coalición H 2 F veri�cando

que R � H � S \M ; es decir, no existe una coalición H 2 F que veri�que,

simultáneamente, las condiciones

R � H � S y R � H �M;

lo que lleva a que R es F -componente de S o bien R es F -componente de

M . En el segundo caso, se deduce que R = M � S, ya que M 2 F con lo

que R es también F -componente de la coalición S. 2

Proposición 3.18 Sea (N;F) un sistema [-estable. Entonces, para toda

coalición S � N , se veri�ca

(a) CF (Sn fig) = CFNnfig(S), para cualquier i 2 N .

(b) CF(S) = CF 0(S), donde F
0 = B (F) n fBg, B 2 B (F) tal que B 6� S.

Demostración: (a) Se procederá por doble inclusión. Sea H 2 CF (Sn fig),

entonces H 2 F y H � Sn fig � Nn fig; luego, H 2 FNnfig y se veri�ca

H � Sn fig � S. Además, H es maximal para S en FNnfig ya que si existiera

T 2 FNnfig tal que H � T � S, ello implicaría que H � T � Sn fig puesto

que i =2 H, i =2 T , lo cual está en contradicción con el supuesto de ser

H 2 CF (Sn fig).
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Por otro lado, si H 2 CFNnfig(S), entonces H 2 F , H � Nn fig y H � S,

por tanto, H � Sn fig. Además, H es maximal para Sn fig en F ya que, de

lo contrario, existiría T 2 F , H � T � Sn fig y, de ahí, H no sería maximal

de S en FNnfig.

(b) Si CF(S) = ;, no hay ninguna coalición factible de F contenida en S.

Entonces, no puede existir ninguna coalición factible de F 0 que esté contenida

en S ya que, si ello fuera cierto, la relación de inclusión

B (F) n fBg � B (F);

daría lugar a una contradicción. Recíprocamente, si CF 0(S) = ; no hay

ninguna coalición factible de F 0 contenida en S. Al pasar del sistema de

coaliciones factibles F 0 al sistema F , habría que considerar aquellas coali-

ciones factibles que se generan mediante uniones, previas intersecciones no

vacías, con el soporte B. Si B 6� S, ninguna de estas coaliciones puede estar

contenida en S y, por consiguiente, CF(S) = ;.

En consecuencia, se puede suponer que los conjuntos de coaliciones facti-

bles maximales de S en F y F 0 son no vacíos. Se analizan las posibilidades

de que S 2 B (F) o que S =2 B (F). En el primer caso, S 2 B (F), resulta

que S 6= B ya que B 6� S. Por tanto, S 2 B (F) n fBg y, entonces,

CF(S) = CF 0(S) = fSg:

En el segundo caso, S =2 B (F), es evidente que S =2 B (F) n fBg y,

teniendo en cuenta que F y F 0 son los sistemas de coaliciones [-estables

generados por B (F) y B (F) n fBg respectivamente, la coalición S tendrá

unas F -componentes y F 0-componentes que serán elementos de B (F) n fBg

(B 6� S) o estarán generadas mediante uniones de elementos de la base en los

que no puede intervenir B ya que, si ello fuera cierto, implicaría que B � S.

2

Obsérvese que, tal como se ha indicado en el capítulo anterior, los con-

ceptos introducidos en las estructuras de cooperación estables para la unión
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generalizan a sus homólogos en las situaciones de comunicación. De manera

natural, parece lógico indicar que dos elementos están relacionados si am-

bos pertenecen a una misma coalición factible. Esto, en las situaciones de

comunicación signi�caría que ambos están en la misma coalición conexa y,

por tanto, implica que hay un camino formado por aristas interconectadas

que los une. Esta idea de que dos elementos que pertenecen a una misma

coalición factible están relacionados mediante un camino, puede generalizarse

para las familias [-estables donde los soportes no unitarios van a desempeñar

la misma función que las aristas en un grafo.

Teorema 3.19 Sea (N;F) un sistema [-estable. Si i; j 2 N; i 6= j, son dos

elementos de una misma coalición factible S, entonces existe una secuencia de

soportes contenidos en la coalición S, (B1; : : : ; Bk), de tal forma que i 2 B1,

j 2 Bk y, si k � 2, Bp \Bp+1 6= ;, para p = 1; : : : ; k � 1.

Demostración: Se procederá de forma constructiva. Como S 2 F , en-

tonces, por la Proposición 3.11, puede expresarse

S =
[
l2L

Bl, con Bl 2 B (F) , 8l 2 L;

de tal forma que intervengan todos los soportes Bl 2 B (F) tales que Bl � S:

Ahora, considérense los elementos i; j 2 S; i 6= j. Dado que i; j 2
S
l2LBl,

tanto i como j pertenecen a algún o algunos de los elementos soportes que

forman la coalición S. Se distinguen tres casos:

1. Los elementos i; j 2 Bh para algún Bh. En este caso, (Bh) es una

secuencia de soportes que veri�ca el teorema.

2. Para algún Bh y algún Bp resulta que i 2 Bh, j 2 Bp siendo el conjunto

Bh \ Bp 6= ;. En este caso, (Bh; Bp) es una secuencia de soportes que

veri�ca el teorema.

3. Todo soporte al que pertenece i es disjunto con todo soporte que con-

tiene al elemento j; es decir, si i 2 Bh y j 2 Bp entonces Bh \ Bp = ;.
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En este último caso, sin pérdida de generalidad, supóngase que B1 es uno

de los soportes a los que pertenece el elemento i. A partir de él, se construye

una secuencia de soportes como se indica a continuación.

Sean B(0) = fBlgl2L y C(0) = fB1g, con i 2 B1, B1 2 B(0), y considérense

todos los elementos de la colección B(1) = B(0) n C(0). Debe existir algún o

algunos elementos de B(1) que tengan intersección no vacía con el soporte

B1 ya que, si todos los soportes de la colección B(1) son disjuntos con B1,

resultaría que

B1 [ Bl =2 F ; 8l 2 L; l 6= 1;

y no podría formarse una coalición factible donde interviniesen todos los

elementos de fBlgl2L y sólo ellos. Sea entonces

C(1) =
�
B 2 B(1) : B \ C 6= ;, para algún C 2 C(0)

	
� B(1),

el conjunto de soportes de B(1) que tienen intersección no vacía con B1.

Obviamente, al ser (N;F) un sistema de coaliciones factibles [-estable, se

tiene que

B [ B1 2 F ; 8B 2 C
(1) y B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A 2 F :

Además j =2 B, para todo B 2 C(1) (ya que si fuera cierto se estaría en el

caso 2), y así, ninguno de los soportes a los que pertenece el elemento j está

en la colección C(1).
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S =
S
l2LBl; i; j 2 S; i 2 B1; j 2 Bk:

B(1) = fBlgl2L n fB1g

C(1)� B(1)

B

i 2 B1

B [B1 2 F

B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A 2 F

Considérense, ahora, todos los elementos de la colección

B(2) = B(1) n C(1)

y, para cada uno de los soportes de C(1), se buscan aquellos elementos de B(2)

que tengan intersección no vacía con ellos. Si alguno de los soportes a los que

pertenece el elemento j, por ejemploBk, (los cuales están en la colección B(2))

tiene intersección no vacía con alguno de los soportes B 2 C(1), el proceso

se acaba ya que existiría una secuencia (B1; B; Bk), con i 2 B1, j 2 Bk,

B1 \ B 6= ; y B \Bk 6= ;.
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Si lo anterior no sucede, deben existir elementos de la colección B(2) que

tengan intersección no vacía con algunos de la colección C(1) ya que

S =
[
l2L

Bl = B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A [

0
@ [

B2B(2)

B

1
A 2 F , B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A 2 F ;

y debe haber intersecciones no vacías entre elementos de C(1) y B(2) para

que pueda generarse la coalición factible S (recuérdese que las coaliciones

factibles que no sean soportes deben ser uniones de éstos con intersecciones

no vacías) y los elementos de B(2) no tienen intersección con B1 ya que, si lo

tuviesen, estarían incluidos en C(1).

Así, teniendo en cuenta cuenta el razonamiento anterior, sea

C(2) =
�
B 2 B(2) : B \ C 6= ;, para algún C 2 C(1)

	
� B(2),

veri�cándose que

B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A [

0
@ [

B2C(2)

B

1
A 2 F ,

y se forma, ahora,

B(3) = B(2) n C(2).

Para cada uno de los soportes de C(2), se buscan aquellos elementos de

B(3) que tengan intersección no vacía con ellos. Si alguno de los soportes a

los que pertenece el elemento j (los cuales están en la colección B(3)) tiene

intersección no vacía con alguno de los elementos de C(2), el proceso se acaba

ya que puede construirse, fácilmente, la secuencia que se indica en el teorema.

Si lo anterior no ocurre, entonces debe haber elementos de la colección

B(3) que tengan intersección no vacía con algunos de la colección C(2), ya que

S =
[
l2L

Bl = B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A [

0
@ [

B2C(2)

B

1
A [

0
@ [

B2B(3)

B

1
A 2 F ,
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B1 [

0
@ [

B2C(1)

B

1
A [

0
@ [

B2C(2)

B

1
A 2 F ;

y debe haber intersecciones no vacías entre elementos de C(2) y B(3) para

que pueda generarse la coalición factible S al no tener los elementos de B(3)

intersección con B1 ni con los elementos de C(1) ya que, de lo contrario,

hubiesen estado incluidos en la colección C(1) o bien en C(2).

Es inmediato que el razonamiento descrito anteriormente se puede repetir

de forma sucesiva, siendo este proceso �nito ya que se van recorriendo todos

los elementos de fBlgl2L. Así, se llegará a un paso en el que la intersección

con algún soporte que contiene a j sea no vacía (debe de existir por la misma

razón que se argumentó al principio de la demostración para que se forme la

coalición S 2 F). En esta etapa del proceso se termina y puede construirse

la secuencia que se indica en el enunciado del teorema. 2

Ejemplo 3.20 Sea (N;F) un sistema de coaliciones factibles [-estable, con

N = f1; 2; 3; 4; 5; 6g y

F = ff1g; f3g; f1; 2g; f2; 6g; f4; 5g; f1; 2; 3g; f3; 4; 5g;

f1; 2; 6g; f1; 2; 3; 6g; f1; 2; 3; 4; 5g; Ng:

Considérese la coalición factible S = f1; 2; 3; 4; 5g y los elementos 1 y 5.

Se va a construir una secuencia de soportes (B1; : : : ; Bk) de tal forma que

1 2 B1, 5 2 Bk y, si k � 2; Bp \Bp+1 6= ;, p = 1; : : : ; k � 1.

En primer lugar, obsérvese que la base de F está constituida por los si-

guientes elementos

B (F) = ff1g; f3g; f1; 2g; f2; 6g; f4; 5g; f1; 2; 3g; f3; 4; 5gg;

y que la coalición S puede expresarse como

S = B1 [B2 [B3 [ B4 [ B5 [ B6;
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con B1 = f1g, B2 = f3g, B3 = f1; 2g, B4 = f4; 5g, B5 = f1; 2; 3g y

B6 = f3; 4; 5g.

Siguiendo las pautas del procedimiento indicado en la demostración del

Teorema 3.19, sean 1 2 B1 y el conjunto C(1) formado por todos los Bi,

distintos de B1, que constituyen la coalición S y que tienen intersección no

vacía con B1. Es decir, en este caso, C(1) = fB3; B5g. Como ninguno de

ellos contiene al elemento 5, se sigue el proceso.

Ahora, se consideran los restantes soportes de la colección inicial; es decir,

B(2) = fB2; B4; B6g. Entonces, se comprueba, para cada uno de los soportes

de C(1), con cual o cuales elementos de B(2) tiene intersección no vacía; esto

es,

Para B3 : B3 \B2 = ;; B3 \ B4 = ; y B3 \B6 = ;:

Para B5 : B5 \B2 6= ;; B5 \ B4 = ; y B5 \B6 6= ;:

Como B5 \ B6 6= ; y 5 2 B6, el proceso se acaba y puede construirse, la

secuencia buscada,

(B1; B5; B6) ; 1 2 B1; B1 \B5 6= ;; B5 \B6 6= ;; 5 2 B6:

Obsérvese que la secuencia construida en el Teorema 3.19 no es única.

En el ejemplo expuesto, se puede iniciar el proceso con cualquier soporte que

contenga al elemento 1 y, por tanto, se podría aquí haber empezado por el

soporte B5. En ese caso, la secuencia obtenida sería (B5; B6). Esto último

indica que sería más óptimo empezar con aquel soporte de mayor cardinal

que contuviese al elemento en cuestión.

Proposición 3.21 Sean (N;F) un sistema [-estable e i; j 2 N; i 6= j.

Si existe una secuencia de soportes (B1; : : : ; Bk), de tal forma que i 2 B1,

j 2 Bk y, si k � 2, Bp \ Bp+1 6= ;, p = 1; : : : ; k � 1, entonces existe S 2 F

tal que i; j 2 S.
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Demostración: Por hipótesis, existe una secuencia de soportes, (B1; : : : ; Bk),

de tal forma que i 2 B1, j 2 Bk y si k � 2, Bp \ Bp+1 6= ;, p = 1; : : : ; k � 1.

Sea S = B1 [ : : : [ Bk; es su�ciente probar que S 2 F .

Si k = 1, es obvio. Supóngase, por tanto, k � 2. Aplicando que (N;F)

es un sistema [-estable, se tiene

B1 \ B2 6= ; ) B1 [ B2 2 F .

B2 \ B3 6= ; ) (B1 [ B2) \B3 6= ; ) B1 [B2 [B3 2 F .

Siguiendo el mismo razonamiento sucesivamente, se tendrá que

Bp \ Bp+1 6= ; ) (B1 [ : : : [ Bp) \ Bp+1 6= ; )

p+1[
i=1

Bi 2 F :

Al continuar hasta p + 1 = k, resulta que i 2 B1, j 2 Bk y

S = B1 [ : : : [ Bk 2 F .

Por lo tanto se tiene que, ambos elementos i, j pertenecen a una misma

coalición factible. 2

Como consecuencias inmediatas de los resultados anteriores, pueden es-

tablecerse las siguientes conclusiones.

Corolario 3.22 Sean (N;F) un sistema [-estable, S 2 F , i; j 2 N , i 6= j.

Los elementos i; j pertenecen a la coalición factible S si y sólo si el grafo

(Q;A), donde

Q = fBl : Bl 2 B(F), Bl � Sg ;

A = f(Bp; Bh) : Bp \ Bh 6= ;; Bp 6= Bhg � Q�Q,

y tal que i 2 Bm; j 2 Bk, con Bm; Bk 2 Q, es un grafo conexo.
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Corolario 3.23 Sea (N;F) un sistema [-estable. Dos elementos i; j 2 N;

i 6= j, pertenecen a la misma F-componente de N si y sólo si existe una

secuencia de soportes, (B1; : : : ; Bk), de tal forma que i 2 B1, j 2 Bk y, si

k � 2; Bp \Bp+1 6= ;, para p = 1; : : : ; k � 1.

Además, obsérvese que la Proposición 3.12 permite reformular el Teorema

3.19, y el Corolario 3.23 para soportes no unitarios.

Myerson [54] introdujo el término conferencia para referirse a cualquier

conjunto, de dos o más jugadores, que pueden reunirse para discutir sus

planes de cooperación. Así, una estructura de conferencias en N , denotada

por Q, es cualquier colección de conferencias; es decir,

Q = fS : S � N; jSj � 2g :

Dada una estructura de conferencias Q, Myerson de�nió el concepto de

conexión entre dos jugadores de la siguiente forma: dos jugadores i y j

están conectados por Q si i = j o existe alguna secuencia de conferencias,

(S1; : : : ; Sk) ; tal que

i 2 S1, j 2 Sk, fS1; : : : ; Skg � Q,

Sp \ Sp+1 6= ; para p = 1; : : : ; k � 1.

Claramente, el concepto de conexión entre dos jugadores es una relación

binaria que implica una partición del conjunto N (admitiendo que todo ele-

mento de N pertenece a alguna conferencia), denotada por N=Q, en la que

cada clase de equivalencia está constituida por todos los elementos que están

conectados entre sí.

Los anteriores resultados permiten establecer una relación estrecha entre

los sistemas [-estables y las estructuras de conferencias de Myerson. En

efecto, dado un sistema (N;F) estable para la unión, el conjunto constituido

por los soportes no unitarios constituye una estructura de conferencias de

Myerson. El Corolario 3.23 (admitiendo que todo elemento de N pertenece
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a algún soporte no unitario) permite indicar que, para la estructura de con-

ferencias considerada, los elementos de N=Q a que da lugar la de�nición de

conexión son, precisamente, las F -componentes de N .

Recíprocamente, dada una estructura de conferencias de Myerson, Q,

puede introducirse la siguiente de�nición de coalición factible: la coalición

S � N es factible en Q si, para todo i; j 2 S, existe una secuencia de

conferencias (S1; : : : ; Sk) ; Sp � S tal que i 2 S1; j 2 Sk y, si k � 2,

Sp\Sp+1 6= ; para p = 1; : : : ; k�1. Entonces, puede demostrarse que (N;F)

con

F = fS � N : S es factible en Qg ;

es un sistema [-estable. En efecto, se ha de probar que si F1; F2 2 F y

F1 \ F2 6= ;, entonces F1 [ F2 2 F .

Para ello, sean i; j 2 F1 [ F2. Si ambos están en F1 o en F2, es evidente.

Supóngase que i 2 F1; j 2 F2; i; j =2 F1 \ F2. Como F1 \ F2 6= ;, existe

k 2 F1 \ F2, k 6= i; j. Por tanto, k; i 2 F1 y al ser F1 2 F existe una

secuencia de conferencias, (S1; : : : ; Sp), con i 2 S1; k 2 Sp y tal que Sh � F1;

Sh \ Sh+1 6= ;, para todo h = 1; : : : ; p� 1. Además, k; j 2 F2 y F2 2 F , con

lo cual existe otra secuencia (Sp+1; : : : ; St) con k 2 Sp+1; j 2 St, Sh � F2, y

tal que Sh \ Sh+1 6= ;; para todo h = p + 1; : : : ; t � 1. De aquí, se deduce

que existe la secuencia (S1; S2 : : : ; Sp; Sp+1; : : : ; St) con i 2 S1; j 2 St y

Sh � F1 [ F2; Sh \ Sh+1 6= ;; para todo h = 1; : : : ; t� 1. Por tanto, F1 [ F2

es factible en Q y, entonces, F1 [ F2 2 F .

Por último, habría que indicar que, aunque se ha establecido una relación

entre sistemas de coaliciones factibles [-estables, (N;F), y las estructuras de

conferencias de Myerson, ésta no es una relación biunívoca. Es decir, a partir

de (N;F) se pueden seleccionar otras estructuras de conferencias diferentes

a la considerada en el razonamiento anterior y, por otro lado, a partir de

una estructura de conferencias Q, pueden establecerse otras de�niciones de

coalición factible en Q que dan lugar a diferentes sistemas de coaliciones

[-estables.
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La prueba del Teorema 3.19, sugiere la creación de un algoritmo para la

construcción de una secuencia de soportes que se contempla en su enunciado.

Para ello, puede seguirse una técnica análoga a la de búsqueda en amplitud

(Breadth First Search algorithm) en grafos [50].

En lo que queda de la sección, se describe dicho algoritmo y se ejempli�ca

su funcionamiento.

Considérense (N;F) un sistema [-estable y S 2 F . En el algoritmo

que sigue, para cada Bp soporte contenido en S, se denotará por A(Bp) al

conjunto

fB 2 B (F) : B � S; con B 6= Bp y B \Bp 6= ;g:

Entrada: Todos los soportes contenidos en S: fBlgl2L, i; j 2 S

Algoritmo:

Paso 1:

Marca los elementos fBlgl2L como no visitados

Elige un Bk, con i 2 Bk

Visitar Bk

Poner Bk en una cola Q

Si j 2 Bk entonces Q = ;

Paso 2:

Repetir mientras Q 6= ;

Bp  � cabecera[Q]

Determinar A(Bp) y para cada Bh 2 A(Bp):

Si Bh no está visitado:

marca Bh visitado

introduce Bh en Q

Borra Bp de Q

Si j 2 Bh 2 Q, entonces Q = ;
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Salida: Los diferentes soportes que, de forma ordenada o sucesiva, son

introducidos en Q como resultado de procesar cada soporte Bp hasta que

Q = ;:

El grafo (Q;A); donde Q es el conjunto de soportes correspondientes a

la salida del algoritmo anterior y A = f(Bk; Bh) : Bk \ Bh 6= ;; Bk 6= Bhg,

proporciona diferentes caminos que llevan de i a j y, con ello, se obtienen

una o varias secuencias que veri�can la tesis del teorema.

Los A(Bi) recorrerán, a lo sumo, todos los soportes fBlgl2L y, además,

A(Bi) 6= ; debido a la [-estabilidad del sistema (N;F) y a la formación

de las coaliciones factibles mediante uniones de soportes con intersección no

vacía.

El siguiente ejemplo muestra la colección de soportes que se obtiene apli-

cando el algoritmo anterior.

Ejemplo 3.24 Considérense el sistema [-estable, (N;F), del ejemplo ante-

rior y la coalición S = f1; 2; 3; 4; 5g, con i = 1; j = 5. Se tiene que

S = B1 [B2 [B3 [ B4 [ B5 [ B6;

con B1 = f1g, B2 = f3g, B3 = f1; 2g, B4 = f4; 5g, B5 = f1; 2; 3g y

B6 = f3; 4; 5g. Aplicando el algoritmo se tiene,

Entrada: fBlg
6
l=1, 1; 5 2 S

Algoritmo:

Paso 1:

Marca los elementos fBlg
6
l=1 como no visitados

Elige un Bk = B1 con 1 2 Bk

Visitar B1

Q = [B1]

5 =2 B1
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Paso 2:

Q = [B1] 6= ;

B1  � cabecera[Q]

A(B1) = fB3; B5g

marca B3; B5 visitados

Q = [B1; B3; B5]

Borra B1 de Q

5 =2 B3; 5 =2 B5

Paso 2:

Q = [B3; B5] 6= ;

B3  � cabecera[Q]

A(B3) = fB1; B5g

B1; B5 están visitados:

Q = [B3; B5]

Borra B3 de Q

Paso 2:

Q = [B5] 6= ;

B5  � cabecera[Q]

A(B5) = fB1; B2; B3; B6g

B2; B6 no están visitados:

marca B2; B6 visitados

Q = [B5; B2; B6]

Borra B5 de Q

5 2 B6 2 Q entonces Q = ;

Salida: [B1;B3; B5; B2; B6] :

El grafo (Q;A) cuyo conjunto de vértices viene dado por

Q = fB1;B3; B5; B2; B6g
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y el conjunto de aristas por

A = f(Bk; Bh) : Bk \ Bh 6= ;; Bk 6= Bhg ;

que aparece en la Figura 3.1, da lugar a diferentes caminos que llevan de 1

a 5.

Obsérvese que el algoritmo anterior sólo garantiza la existencia de una

o varias secuencias de soportes que cumplen las condiciones anteriormente

citadas. Sin embargo, en general, no proporciona la secuencia con menor

número de soportes que va de i a j. Para ello, se podrían adaptar alguno de los

algoritmos que calculan el camino más corto entre dos vértices cualesquiera

de un grafo.
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3.2 El valor de Myerson generalizado: pro-

piedades y axiomas

Una vez estudiado el concepto de base de un sistema (N;F) estable para

la unión, se comienza, esta nueva sección, recordando el concepto de juego

restringido por un sistema [-estable, introducido en el segundo capítulo para,

a continuación, estudiar un nuevo concepto de solución en estructuras de

cooperación estables para la unión: el valor de Myerson generalizado. Este

concepto, el cual va a asociar a cada estructura de cooperación (N; v;F) un

único vector de pagos para los jugadores, se de�nirá a partir del valor de

Shapley del correspondiente juego restringido.

Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la unión. La

función característica correspondiente al juego restringido por la familia F ,

viene determinada de la siguiente forma

vF : 2N �! R; vF(S) =

8<
:

P
T2CF (S)

v(T ) si CF(S) 6= ;;

0 en otro caso.

De�nición 3.25 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. El valor de Myerson generalizado asociado a (N; v;F), denotado por

� (N; v;F), está de�nido por

� (N; v;F) = �
�
N; vF

�
2 R

n :

Obsérvese que si se tiene en cuenta el Ejemplo 2.5, el concepto introducido

generaliza el valor de Myerson (véase pág. 23) de�nido sólo en situaciones

de comunicación.

A partir de ahora, dado el sistema [-estable (N;F), se denotará por B la

base de F . En el siguiente ejemplo se obtiene el valor de Myerson asociado

a una estructura de cooperación estable para la unión.
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Ejemplo 3.26 Considérese el conjunto de jugadores N = f1; 2; 3; 4g y el

sistema estable para la unión dado por F = ff1g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 4g ; Ng :

Sea v : 2N �! R de�nido por v(S) = jSj � 1, para toda coalición no vacía.

Entonces,

B = ff1g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 4gg .

En este caso, el juego restringido está de�nido por

vF(S) =

(
jSj � 1 si S 2 F ,

0 en otro caso.

El valor de Myerson generalizado, � (N; v;F), viene dado por

�1 (N; v;F) =
X

fS�N :12Sg


(S)
�
vF(S)� vF (S n f1g)

�
=

5

12
,

�2 (N; v;F) =
X

fS�N :22Sg


(S)
�
vF(S)� vF (S n f2g)

�
=

13

12
,

�3 (N; v;F) =
X

fS�N :32Sg


(S)
�
vF(S)� vF(S n f3g)

�
=

13

12
,

�4 (N; v;F) =
X

fS�N :42Sg


(S)
�
vF(S)� vF (S n f4g)

�
=

5

12
.

Así, � (N; v;F) =

�
5

12
;
13

12
;
13

12
;
5

12

�
:

Con el �n de analizar las características del valor de Myerson generalizado,

se introducen progresivamente, y siguiendo la terminología de Myerson, el

concepto de regla de asignación y algunas propiedades de las mismas.

Para ello, �jado un conjunto �nito N = f1; 2; : : : ; ng, se denotará por

SEN al conjunto de todas las estructuras de cooperación estables para la

unión que tienen a N como conjunto de jugadores. Es decir,

SEN = f(N; v;F) : (N;F) es [ -estable y (N; v) un juego cooperativog .
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De�nición 3.27 Una regla de asignación es una función 
 : SEN �! R
n ;

(N; v;F) 7�! (
1 (N; v;F) ; 
2 (N; v;F) ; : : : ; 
n (N; v;F)) ;

tal que veri�que

1. 8 (N; v;F) 2 SEN , 8M 2 CF(N),
P
k2M


k (N; v;F) = v(M):

2. 8i =2
S

M2CF (N)

M , 
i (N; v;F) = 0.

Es decir, una regla de asignación es una función que, a cada estructura

de cooperación estable para la unión de�nida sobre N , le asigna un vector

n-dimensional, que es e�ciente para las F -componentes de la coalición N y

que asocia un valor nulo a aquellos jugadores que no pertenecen a ninguna

coalición factible maximal.

De�nición 3.28 Una regla de asignación, 
 : SEN �! Rn , es justa si

8 (N; v;F) 2 SEN ; 8B 2 B; 8j 2 B; 
j (N; v;F)� 
j (N; v;F
0) = c;

donde F 0 = B n fBg y c 2 R.

Así, si una regla de asignación es justa, todos los jugadores que pertenecen

a un mismo soporte B pierden o ganan la misma cantidad si este soporte B

es eliminado de la estructura de cooperación.

Myerson (1977) [53] demostró, en el conjunto de situaciones de comu-

nicación, que el valor de Myerson es la única regla de asignación justa. A

continuación, se probará un resultado similar en estructuras de cooperación

estables para la unión. La demostración se inspira en las técnicas utilizadas

por Myerson (1977) [53], (1980) [54].
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Teorema 3.29 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! R
n es la

única regla de asignación justa.

Demostración: La prueba del teorema consta de dos partes. En primer

lugar, se demuestra que hay una única regla de asignación justa. En se-

gundo lugar, se prueba que el valor de Myerson generalizado es una regla de

asignación justa.

(1) Unicidad. Supóngase que 
1 : SEN �! R
n y 
2 : SEN �! R

n son dos

reglas de asignación justas.

Considérese el conjunto SEN . Cada sistema de coaliciones [-estable tiene

asociada una única base, luego los elementos del conjunto SEN se pueden

clasi�car atendiendo al número de soportes no unitarios que tenga su base

asociada. Con ello, se tendría una partición del conjunto SEN .

Utilizando esta partición introducida en el conjunto SEN , se prueba, por

inducción sobre el número de soportes no unitarios que tengan las bases, que


1 = 
2.

En efecto, sea (N;F) cualquier sistema de coaliciones factibles [-estable

que no tenga ningún soporte no unitario. Entonces, las únicas coaliciones

pertenecientes a F , son unitarias y constituyen su base, luego

CF(N) = ffig : fig 2 Fg

y, como 
1 y 
2 son e�cientes,


1i (N; v;F) = v(fig) = 
2i (N; v;F) , para todo i 2 N tal que fig 2 F :

Además, para los demás elementos i 2 N tal que fig =2 F se tiene que


1i (N; v;F) = 0 = 
2i (N; v;F) ;

ya que no pertenecen a ninguna coalición factible maximal. Luego, �nalmen-

te resulta que 
1 = 
2.
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Supóngase, ahora, que la regla de asignación justa es única para cualquier

sistema de coaliciones factibles [-estables cuyo número de soportes no uni-

tarios sea k � 1. Se probará la unicidad de 
 para sistemas de coaliciones

factibles [-estables cuyo número de soportes no unitarios sea k.

Considérese el conjunto CF(N) de las F -componentes de la coalición N .

Si 
1 y 
2 son reglas de asignación, es inmediato que


1i (N; v;F) = 0 = 
2i (N; v;F) , para todo i 2 N , tal que i =2
[

M2CF (N)

M ,


1i (N; v;F) = v (fig) = 
2i (N; v;F) , para todo i 2 N , con fig 2 CF(N).

Por tanto, es su�ciente considerar aquellos jugadores pertenecientes a las

diferentes F -componentes de N que no sean coaliciones factibles unitarias.

Sea, entonces, B 2 B un soporte no unitario. Por hipótesis de inducción


1 (N; v;F 0) = 
2 (N; v;F 0) ; (3.1)

donde F 0 = B n fBg, y como 
1 y 
2 son reglas de asignación justas, se

veri�ca que, para todo i 2 B;


1i (N; v;F)� 

1
i (N; v;F

0) = c1;


2i (N; v;F)� 

2
i (N; v;F

0) = c2:
(3.2)

Utilizando la igualdad (3:1) y restando miembro a miembro en (3:2), se

obtiene


1i (N; v;F)� 

2
i (N; v;F) = c3; 8i 2 B; 8B 2 B; con jBj � 2. (3.3)

Ahora bien, considérese M 2 CF(N), jM j � 2. Puesto que 
1 y 
2 son

reglas e�cientes en las F -componentes, se tieneX
i2M


1i (N; v;F) = v(M) =
X
i2M


2i (N; v;F) ;

y, de ahí, X
i2M

�

1i (N; v;F)� 


2
i (N; v;F)

�
= 0:
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Por otro lado, el Corolario 3.23 indica que, dados dos elementos cua-

lesquiera j, k de la coalición factible maximal M , existe una secuencia de

soportes no unitarios contenidos en M , (B1; B2; : : : ; Bp), de tal forma que

j 2 B1, k 2 Bp y Bi \ Bi+1 6= ;, para i = 1; : : : ; p� 1. Entonces, aplicando

este corolario junto con la condición (3:3), se tiene que, para j 2 B1,


1j (N; v;F)� 

2
j (N; v;F) = c3,

y, al ser B1 \B2 6= ;, existe un elemento h 2 B1 \ B2 con lo que


1j (N; v;F)� 

2
j (N; v;F) = c3 = 
1h (N; v;F)� 


2
h (N; v;F) ;

ya que h 2 B1. Reiterando el razonamiento para todos los elementos de la

secuencia, (B1; B2; : : : ; Bp), se llega de inmediato, a que


1j (N; v;F)� 

2
j (N; v;F) = 
1k (N; v;F)� 


2
k (N; v;F) :

Luego, para todo elemento i 2M , con M 2 CF(N), resulta


1i (N; v;F)� 

2
i (N; v;F) = c; c 2 R:

Ello quiere decir que,X
i2M

�

1i (N; v;F)� 


2
i (N; v;F)

�
= 0 = jM j c;

lo que implica que c = 0 y, así, 
1i (N; v;F) = 
2i (N; v;F), para cualquier

elemento i 2M . Por tanto, se tiene que 
1 = 
2.

(2) El valor de Myerson generalizado es una regla de asignación justa.

Para probar que es una regla de asignación, habrá que demostrar que se

veri�can las condiciones

1. 8 (N; v;F) 2 SEN , 8M 2 CF(N),
P
i2M

�i (N; v;F) = v(M):

2. 8i =2
S

M2CF (N)

M , �i (N; v;F) = 0.
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La segunda condición es inmediata ya que si un elemento i 2 N no

pertenece a la unión de las F -componentes de la coalición N , ello quiere

decir que no pertenece a ninguna coalición factible de F . Por tanto, para

cada S 2 F ,

CF(S) = CF(S n fig),

y, aplicando la de�nición de valor de Myerson generalizado,

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)
�
vF(S)� vF(S n fig)

�
=

X
fS�N : i2Sg


(S) 0 = 0:

Para probar la primera condición, si N 2 F , entonces N es la única

F -componente y, de ahí,

X
i2N

�i (N; v;F) = vF(N) = v(N):

Supóngase, ahora, que N =2 F y, considérense las F -componentes de la

coalición N . A cada F -componente M de N , se le asocia un juego uM ,

de�nido de la siguiente forma

uM : 2N �! R; uM(T ) = vF (T \M) =
X

R2CF (T\M)

v(R); 8T � N:

Por la Proposición 3.17, para cualquier coalición T � N , se veri�ca la

igualdad

CF(T ) =
[

M2CF (N)

CF(T \M):

Por tanto, es inmediato que

vF =
X

M2CF (N)

uM ;
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ya que, para toda T � N;

vF(T ) =
X

R2CF (T )

v(R)

=
X

M2CF (N)

2
4 X
R2CF (T\M)

v(R)

3
5

=
X

M2CF (N)

uM(T ):

Esta descomposición del juego
�
N; vF

�
será fundamental en la demostración

de la e�ciencia en las F -componentes. Para probarla, sea M 2 CF(N).

Teniendo en cuenta la descomposición anterior y la linealidad del valor de

Shapley, se tieneX
i2M

�i (N; v;F) =
X
i2M

�i

�
N; vF

�

=
X
i2M

�i

0
@N; X

L2CF (N)

uL

1
A

=
X
i2M

2
4 X
L2CF (N)

�i(N; u
L)

3
5

=
X

L2CF (N)

"X
i2M

�i

�
N; uL

�#

=
X
i2M

�i(N; u
M) +

X
fL2CF (N) :L6=Mg

"X
i2M

�i(N; u
L)

#
:(3.4)

Ahora bien, se probará queX
i2M

�i(N; u
M) = vF(M); (3.5)

y que, para cada i 2M ,

�i(N; u
L) = 0, para L 2 CF(N), L 6=M: (3.6)
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Para probar (3:5), nótese que la coalición factible maximal M es un so-

porte, en el sentido de Shapley, para el juego uM ; esto es,

uM(T ) = uM(T \M):

En efecto, para cualquier T � N , se tiene por de�nición

uM(T ) = vF(T \M) = vF((T \M) \M) = uM(T \M):

Aplicando las propiedades del valor de Shapley, (véanse págs. 12 y 13),

se obtiene X
i2M

�i(N; u
M) = uM(M) = vF(M):

Además, si L 2 CF(N), L 6= M , entonces L \M = ; y, utilizando la

expresión del valor de Shapley, para i 2 M ,

�i(N; u
L) =

X
fS�N :i=2Sg


(S)
�
uL(S [ fig)� uL(S)

�
=

X
fS�N :i=2Sg


(S)
�
vF((S [ fig) \ L)� vF(S \ L)

�
=

X
fS�N :i=2Sg


(S)
�
vF((S \ L) [ (fig \ L))� vF(S \ L)

�
=

X
fS�N :i=2Sg


(S)
�
vF((S \ L) [ ;)� vF(S \ L)

�
=

X
fS�N :i=2Sg


(S)
�
vF(S \ L)� vF(S \ L)

�
=

X
fS�N :i=2Sg


(S) 0 = 0:

Finalmente, combinando las expresiones (3:4), (3:5) y (3:6), se obtiene

X
i2M

�i (N; v;F) =
X
i2M

�i

�
N; vF

�
= vF(M) = v(M):

Luego, � (N; v;F) es una regla de asignación.
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Por último, se prueba que es justa. Usando la de�nición de valor de

Myerson generalizado, esto es equivalente a demostrar que

�k

�
N; vF

�
� �k

�
N; vF

0
�
= c; 8k 2 B; c 2 R,

donde F 0 = B n fBg.

Para ello, se de�ne el juego (N;w) tal que

w(S) = vF(S)� vF
0

(S); 8S � N:

El juego (N;w) está bien de�nido ya que (N;F) y (N;F 0) son sistemas

de coaliciones factibles [-estables y, por tanto, tiene sentido considerar el

valor de Shapley del juego w. Para cada k 2 B, se tiene

�k(N;w) =
X

fS�N :k2Sg


(S)[w(S)� w(S n fkg)]

=
X

fS:k2S;B�Sg


(S)[w(S)� w(S n fkg)]

+
X

fS:k2S;B 6�Sg


(S)[w(S)� w(S n fkg)]:

Si S � N es tal que B 6� S, entonces w(S) = 0. En efecto, por de�nición

w(S) = vF(S)� vF
0

(S) =
X

T2CF (S)

v(T )�
X

T 02CF0(S)

v(T 0):

Ahora bien, por el apartado (b) de la Proposición 3.18, las F -componentes

de S y las F 0-componentes de S son las mismas. Como consecuencia, se tiene

w(S) = 0, para todo S � N , tal que B 6� S:

Además, para toda coalición S � N , al ser k 2 B, se tiene que B 6� Snfkg

y así w(S n fkg) = vF(S n fkg)� vF
0
(S n fkg) = 0:

Por tanto, puede escribirse

�k(N;w) =
X

fS:k2S;B�Sg


(S)[w(S)� w(S n fkg)]

=
X

fS:B�Sg


(S)w(S):
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Entonces, el valor �k(N;w) es una suma extendida a todas aquellas coa-

liciones que contienen a todos los elementos del soporte B. Aplicando el

mismo razonamiento a cualquier otro elemento p 2 B o bien aplicando el

axioma de simetría del valor de Shapley, resulta

�k(N;w) = �p(N;w); 8k; p 2 B:

Finalmente, por la linealidad del valor de Shapley

�k(N;w) = �k

�
N; vF � vF

0
�
= �k

�
N; vF

�
� �k

�
N; vF

0
�
;

�p(N;w) = �p

�
N; vF � vF

0
�
= �p

�
N; vF

�
� �p

�
N; vF

0
�
;

y la propiedad queda demostrada. 2

Myerson (1977) [53] probó que si el juego (N; v) era superaditivo, en-

tonces el valor de Myerson era, además, una regla de asignación estable en el

conjunto de situaciones de comunicación. Este resultado se puede generalizar

a estructuras de cooperación estables para la unión.

De�nición 3.30 Una regla de asignación, 
 : SEN �! Rn , es estable si

8 (N; v;F) 2 SEN ; 8B 2 B; 8j 2 B, 
j (N; v;F) � 
j (N; v;F
0) ;

siendo F 0 = B n fBg.

Esta condición asegura que todos los jugadores de cualquier soporte siem-

pre se bene�cian de llegar a un acuerdo y cooperar, si se consideran juegos

de ganancias.

Teorema 3.31 Sea (N; v;F) 2 SEN tal que (N; v) es superaditivo y cero-

normalizado, entonces el valor de Myerson generalizado � (N; v;F) es una

regla de asignación justa y estable.
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Demostración: En el teorema anterior se ha demostrado que el valor de

Myerson generalizado es la única regla de asignación justa. Se ha de probar,

ahora, que es estable; es decir, para todo (N; v;F) 2 SEN tal que (N; v)

es superaditivo y cero-normalizado y para cualesquiera B 2 B; y j 2 B, se

veri�ca que

�j

�
N; vF

�
� �j

�
N; vF

0
�
:

Esto es equivalente a probar que �j(N;w) � 0, para j 2 B, siendo B 2 B, y

w = vF � vF
0
.

Para cada k 2 B, se ha probado en el teorema anterior que

�k(N;w) =
X

fS:B�Sg


(S)w(S);

luego, será su�ciente probar que w(S) � 0, para cualquier coalición S � N

tal que B � S.

Para ello, se prueba que cualquier coalición factible maximal de S en

(N;F 0), con F 0 = B n fBg, es una coalición factible maximal de S en (N;F)

o está contenida en una F -componente de S. En efecto, sea T 0 2 CF 0(S).

Entonces, T 0 2 F 0 � F , T 0 � S. Por tanto, T 0 es una coalición factible en

F y, o bien es una coalición factible maximal de S en F o está contenida en

una única F -componente de S ya que éstas son disjuntas entre sí. Entonces,

agrupando las F 0-componentes de S que están contenidas en una misma F -

componente de S, y teniendo en cuenta que el juego (N; v) es superaditivo y

cero-normalizado (lo que implica monotonía), se tiene que

vF
0

(S) =
X

T 02CF0 (S)

v(T 0)

=
X

T2CF (S)

"X
T 0�T

v(T 0)

#

�
X

T2CF (S)

"
v

 [
T 0�T

T 0

!#
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�
X

T2CF (S)

v(T )

= vF(S):

Así, w(S) � 0, para cada S � N tal que B � S. 2

El hecho de que el valor de Myerson generalizado sea una regla de asigna-

ción implica, de forma inmediata, que constituye siempre una preimputación

para el juego restringido
�
N; vF

�
. En efecto, para cualquier estructura de

cooperación estable para la unión,

X
i2N

�i (N; v;F) =
X

M2CF (N)

"X
i2M

�i (N; v;F)

#
=

X
M2CF (N)

v(M) = vF(N).

Además, si el juego (N; v) es superaditivo y cero-normalizado, el Teorema

2.14 asegura que el juego restringido
�
N; vF

�
posee las mismas características.

Por tanto, para todo i 2 N , se veri�ca que �i (N; v;F) � 0 = vF (fig) y, de

ahí, � (N; v;F) 2 I
�
vF
�
.

Sin embargo, no es inmediato que el valor de Myerson generalizado per-

tenezca al core del juego restringido. Una condición su�ciente se indica en el

siguiente resultado.

Teorema 3.32 Sean (N;F) una familia intersectante y (N; v) un juego cero-

normalizado. Si (N; v) es convexo, entonces � (N; v;F) 2 C
�
vF
�
.

Demostración: Si (N; v) es convexo, aplicando el Teorema 2.20, resulta

que el juego restringido lo es. Si se tiene en cuenta que el valor de Shapley

pertenece al core del juego si éste es convexo [71], entonces, es inmediato que

� (N; v;F) = �
�
N; vF

�
2 C

�
vF
�
. 2

Nótese que, al igual que se analizó en el capítulo anterior, la hipótesis

de que el juego (N; v) sea cero-normalizado puede omitirse en el caso de ser

factible cualquier coalición unitaria.
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De�nición 3.33 Una regla de asignación, 
 : SEN �! R
n , satisface la

fórmula de Shapley si, para todo (N; v;F) 2 SEN y todo i 2 N , se veri�ca


i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)

"X
j2N


j (N; v;FS)�
X
j2N


j
�
N; v;FSnfig

�#
;

donde, para cada S � N ,


(S) =
(jSj � 1)!(n� jSj)!

n!
y FS = fF 2 F : F � Sg:

Teorema 3.34 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! R
n satisface

la fórmula de Shapley.

Demostración: Teniendo en cuenta la de�nición de �i (N; v;F) y del juego

restringido,
�
N; vF

�
, resulta que

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)
�
vF (S)� vF (Sn fig)

�

=
X

fS�N : i2Sg


(S)

2
4 X
T2CF (S)

v(T )�
X

T 02CF (Snfig)

v(T 0)

3
5

=
X

fS�N : i2Sg


(S)

2
64 X
T2CFS (N)

v(T )�
X

T 02CFSnfig(N)

v(T 0)

3
75 ;

ya que, por la Proposición 3.16,

CF(S) = CFS(N) y CF(S n fig) = CFSnfig(N):

Por tanto, como � es una regla de asignación en SEN , se tiene que el

valor de �i (N; v;F) es

X
fS�N : i2Sg


(S)

2
64 X
T2CFS (N)

X
j2T

�j

�
N; vFS

�
�

X
T 02CFSnfig(N)

X
j2T 0

�j

�
N; vFSnfig

�375 ;
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y, puesto que las asignaciones a los jugadores que no pertenecen a ninguna

coalición factible maximal son nulas, se puede escribir que

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)

"X
j2N

�j

�
N; vFS

�
�
X
j2N

�j

�
N; vFSnfig

�#
:

En consecuencia, se ha obtenido que

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)

"X
j2N

�j (N; v;FS)�
X
j2N

�j
�
N; v;FSnfig

�#
:

2

Nótese que, en la demostración, se obvia el caso de ser CF(S) = ; para

algunas coaliciones S � N ya que, en esta circunstancia, CFS(N) = ; y, por

tanto,

vF(S) = 0 =
X
j2N

�j

�
N; vFS

�
:

También, puede observarse que la fórmula de Shapley coincide con la

expresión clásica de la misma cuando la cooperación es universal; es decir, si

F = 2N . En efecto, X
j2N

�j (N; v;FS) =
X
j2N

�j

�
N; vFS

�
donde, en este caso particular, FS = 2S. Entonces, para cada T � N , se

veri�ca,

vFS(T ) =
X

R2CFS (T )

v(R)

= v(T \ S)

= vFS(T \ S):

Luego, S es un soporte en el sentido de Shapley para el juego vFS y, de

ahí, X
j2N

�j

�
N; vFS

�
=

X
j2S

�j

�
N; vFS

�
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= vFS(S)

= v(S):

De forma análoga,

X
j2N

�j

�
N; vFSnfig

�
= v(S n fig);

y, por tanto, la fórmula de Shapley indicada en la De�nición 3.33 se corres-

ponde con el valor de Shapley del juego (N; v); es decir,

�i (N; v) =
X

fS�N : i2Sg


(S) [v(S)� v(S n fig)] :

De�nición 3.35 Una regla de asignación, 
 : SEN �! Rn , tiene contribu-

ciones equilibradas si, para todo (N; v;F) 2 SEN y cualesquiera i; j 2 N , se

veri�ca


i (N; v;F)� 
i (N; v;F�j) = 
j (N; v;F)� 
j (N; v;F�i) ;

donde el sistema [-estable (N;F�i) está de�nido por fF 2 F : i =2 Fg.

Es decir, la pérdida o ganancia que el jugador j puede ocasionar al jugador

i por no participar en aquellos soportes en los cuales era miembro, es la misma

que la que el jugador i puede ocasionar al jugador j si realiza la misma acción.

Como consecuencia de esta de�nición y de otros resultados anteriores se

puede establecer el siguiente teorema para el valor de Myerson generalizado.

Teorema 3.36 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! Rn tiene

contribuciones equilibradas y es la única regla de asignación que satisface la

fórmula de Shapley.
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Demostración: Es inmediata ya que Myerson (1980) [54], prueba que si

una regla de asignación satisface la fórmula de Shapley, entonces tiene con-

tribuciones equilibradas y, además, que si esta última condición se veri�ca

entonces es una regla de asignación justa y, por tanto, por el Teorema 3.29,

es única. 2

Obsérvese que, del razonamiento efectuado en la prueba del teorema an-

terior, se desprende también que el valor de Myerson generalizado es la única

regla de asignación que tiene contribuciones equilibradas.

3.3 Cálculo del valor de Myerson generali-

zado

Uno de los principales inconvenientes del valor de Myerson generalizado ra-

dica en su cómputo efectivo ya que supone un problema combinatorio que

involucra un número elevado de operaciones. De ahí, que sea interesante

plantearse la búsqueda de procedimientos o métodos que faciliten, en lo posi-

ble, su cálculo.

López [46] y Bilbao [9] proponen realizar el cálculo del valor de Myer-

son generalizado, siempre que el par (N;F) sea un sistema de partición,

utilizando el potencial de Hart y Mas-Colell [40] del juego restringido y pro-

porcionan un algoritmo basado en la función característica del juego (N; v)

y en las F -componentes de cualquier coalición. Así mismo, lo determinan

utilizando la función multilineal de Owen [62] asociada al juego (N; vF).

Aunque las ideas expresadas en el párrafo anterior son generalizables a

estructuras de cooperación (N; v;F), con (N;F) un sistema estable para la

unión, en esta sección se indican otras dos posibles direcciones para realizar

el cálculo del valor de Myerson generalizado. En primer lugar, y dado que



3.3. Cálculo del valor de Myerson generalizado 125

los dividendos pueden utilizarse en la determinación del valor de Shapley,

se estudian los mismos y algunas condiciones que dan lugar a expresiones

sencillas de cómputo. Ello implica hacer un cálculo de los dividendos del

juego restringido
�
N; vF

�
. Por otro lado, y teniendo en cuenta que es posible

que la coalición N no sea una coalición factible, se demuestra que puede

realizarse el cálculo del valor de Myerson generalizado restringiéndose a las

coaliciones factibles maximales de N a la que pertenezca cada uno de los

jugadores.

3.3.1 Cálculo mediante los dividendos

La característica de linealidad del valor de Shapley hace que el valor de

Myerson generalizado pueda ser expresado en términos de los dividendos de

Harsanyi. Así, para cualquier i 2 N , se tiene que

�i (N; v;F) = �i

�
N; vF

�
=

X
fS�N : i2Sg

�vF (S)

jSj
.

Es inmediato observar que la determinación de los dividendos del F -

juego restringido, interviene en el cómputo del valor de Myerson generalizado.

Obviamente, los dividendos pueden obtenerse de la siguiente forma,

�vF (S) =
X
T�S

(�1)jSj�jT jvF(T ):

Sin embargo, interesa estudiar bajo qué condiciones el valor de Myerson

generalizado puede calcularse en términos de los dividendos del juego (N; v)

y, si es posible, de su función característica.

Estas condiciones referentes a los dividendos del juego restringido
�
N; vF

�
,

han sido estudiadas por López [46], demostrando que, en el caso de que el

sistema de coaliciones factibles (N;F) sea una geometría convexa estable

para la unión se obtienen simpli�caciones signi�cativas. Ello se recoge en el

siguiente resultado.
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Teorema 3.37 Sea la terna (N; v;F), donde (N;F) es una geometría con-

vexa estable para la unión y (N; v) un juego cero-normalizado. Para cualquier

S 2 F , se veri�ca:

(a) �vF (S) =
P

fT :T=Sg

�v(T ) =
P

fT : ex(S)�T�Sg

�v(T ):

(b) �vF (S) =
P

fT :Snex(S)�T�Sg

(�1)jSj�jT jv(T ):

Nótese que el apartado (a) generaliza un resultado de Owen [61] que

relaciona los dividendos del juego restringido vF con los del juego v, y el

apartado (b) permite hacer un cálculo directo de los dividendos del juego

restringido mediante los valores del juego v.

Además, obsérvese que si F = 2N , entonces todos los elementos de

cualquier coalición son puntos extremales de la misma. Es decir, se tiene

S n ex(S) = ; y, como vF = v, surge �utilizando el apartado (b) del Teo-

rema 3.37� que, para toda S � N ,

�v(S) = �vF (S) =
X
T�S

(�1)jSj�jT jv(T );

que es la expresión correspondiente a los dividendos de Harsanyi [36].

También, como consecuencia del Teorema 3.37, y teniendo en cuenta que,

para S 2 F , el intervalo [S�; S] donde S� = S n ex(S), es un álgebra de

Boole en el retículo (F , �), puede deducirse que dada la terna (N; v;F),

donde (N;F) es una geometría convexa estable para la unión y (N; v) un

juego cero-normalizado, el valor de Myerson generalizado viene dado por

�i (N; v;F) =
X

fS2F : i2Sg

1

jSj

2
4 X
T2[S�;S]

(�1)jSj�jT jv(T )

3
5 ;

ya que �vF (S) = 0, para toda S =2 F .
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3.3.2 Cálculo mediante las F-componentes

Van den Nouweland (1993) [59] demostró que, en situaciones de comuni-

cación, para computar el valor de Myerson de un jugador i, es su�ciente

considerar la coalición conexa maximal que contiene a dicho jugador. Este

resultado puede ser generalizado, para computar más fácilmente el valor de

Myerson generalizado de un jugador para sistemas estables para la unión,

mediante la coalición factible maximal de N que contiene al jugador i.

Teorema 3.38 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión tal que (N; v) es un juego cero-normalizado. Sea M 2 CF(N), tal que

i 2M . Entonces

�i (N; v;F) = �i (M; v jM ;FM) ;

donde v jM es la restricción de v a M y FM = fF 2 F : F �Mg.

Demostración: Por de�nición, se tiene

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i=2Sg


(S)
�
vF(S [ fig)� vF(S)

�
;

donde

vF(S [ fig)� vF(S) =
X

T2CF (S[fig)

v(T )�
X

T2CF (S)

v(T ):

Sea M 2 CF(N) tal que i 2 M y se denotará por L 2 CF(N); L 6= M .

Aplicando la Proposición 3.17, se obtiene

vF(S [ fig)� vF(S) =
X

T2CF ((S[fig)\M)

v(T ) +
X

fT2CF ((S[fig)\L):L6=Mg

v(T )

�
X

T2CF (S\M)

v(T )�
X

fT2CF (S\L):L6=Mg

v(T )

=
X

T2CF ((S[fig)\M)

v(T )�
X

T2CF (S\M)

v(T );
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ya que,

CF ((S [ fig) \ L) = CF ((S \ L) [ (fig \ L)) = CF (S \ L) ;

puesto que fig \ L = ;, para toda L 6=M . Por tanto,

vF(S [ fig)� vF(S) = vF((S \M) [ fig)� vF(S \M)

por ser (S [ fig) \M = (S \M) [ (fig \M) = (S \M) [ fig.

De ahí,

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i=2Sg


(S)
�
vF((S \M) [ fig)� vF(S \M)

�
:

Ahora bien, si S recorre todas las coaliciones de N a las que el jugador

i no pertenece, S \M recorre todas las coaliciones contenidas en M que no

contienen al jugador i. Luego,

�i (N; v;F) =
X

fR�M : i=2Rg

2
4 X
fS�N : i=2S;S\M=Rg


(S)

3
5�vF(R [ fig)� vF(R)� :

Teniendo en cuenta la fórmula clásica del valor de Shapley, (véase pág.

11), se tiene

X
fS�N : i=2S;S\M=Rg


(S) =
X

fS�N : i=2S;S\M=Rg

s! (n� 1� s)!

n!
.

Fijada una coalición R, las coaliciones S � N , tal que S \M = R, son

de la forma 8>>>>>><
>>>>>>:

R;

R [ fi1g para todo i1 2 NnM ,

R [ fi1; i2g para todo fi1; i2g � NnM ,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

R [ (NnM)
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Llamando r = jRj ; m = jM j, queda

X
fS�N : i=2S;S\M=Rg


(S) =
n�mX
p=0

 
n�m

p

!
(r + p)! (n� 1� r � p)!

n!
,

veri�cándose que

n�mX
p=0

�
n�m

p

�
(r + p)! (n� 1� r � p)!

n!
=
r! (m� 1� r)!

m!
:

En efecto, para ello, considérese la expresión

E =
m!

r! (m� 1� r)!

n�mX
p=0

�
n�m

p

�
(r + p)! (n� 1� r � p)!

n!
;

y se probará que E = 1. Esta igualdad es indicada por Myerson (1980) [54,

pág. 174] como un hecho combinatorio. Aquí, se indica una demostración

similar a la dada por van den Nouweland (1993) [59] para situaciones de

comunicación.

E =
n�mX
p=0

m!

r! (m� 1� r)!

(n�m)!

p! (n�m� p)!

(r + p)! (n� 1� r � p)!

n!

=
n�mX
p=0

m! (n�m)!

n!

(r + p)!

r!p!

(n� 1� r � p)!

(m� 1� r)! (n�m� p)!

=
n�mX
p=0

1�
n
m

��r + p

r

��
n� 1� r � p

m� 1� r

�

=
n�mX
p=0

1�
n
m

��r + p

r

��
n�m� p +m� 1� r

m� 1� r

�
:

Luego,

E

�
n

m

�
=

n�mX
p=0

�
r + p

r

��
n�m� p+m� 1� r

m� 1� r

�
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y la expresión

n�mX
p=0

�
r + p

r

��
n�m� p+m� 1� r

m� 1� r

�
;

es el coe�ciente asociado a la potencia xn�m en el producto"
1X
p=0

�
r + p

r

�
xp

#"
1X
p=0

�
p+m� 1� r

m� 1� r

�
xp

#
:

Ahora bien,

1X
p=0

�
r + p

r

�
xp =

1X
p=0

(r + p)!

r!p!
xp =

1

r!

1X
p=0

(r + p) (r + p� 1) : : : (p + 1)xp

=
1

r!

"
1X
p=0

xr+p

#(r
=

1

r!

�
xr

1� x

�(r

=
1

r!

�
�xr�1 � xr�2 � � � � � 1 +

1

1� x

�(r

=
1

r!

�
1

1� x

�(r
=

1

r!

r!

(1� x)r+1 =
1

(1� x)r+1 :

De forma análoga,

1X
p=0

�
p+m� 1� r

m� 1� r

�
xp =

1

(1� x)m�r
;

y queda,"
1X
p=0

�
r + p

r

�
xp

#"
1X
p=0

�
p+m� 1� r

m� 1� r

�
xp

#
=

1

(1� x)r+1

1

(1� x)m�r

=
1

(1� x)1+m

=
1X
p=0

�
m+ p

m

�
xp:
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Por tanto, el coe�ciente asociado a la potencia xn�m será�
m+ (n�m)

m

�
=

�
n

m

�
;

luego,

E

�
n

m

�
=

�
n

m

�
y, de aquí, E = 1:

Finalmente, se veri�ca

�i (N; v;F) =
X

fR�M : i=2Rg

r! (m� 1� r)!

m!

�
vF(R [ fig)� vF(R)

�
=

X
fR�M : i=2Rg


(R)
�
vF(R [ fig)� vF(R)

�
= �i (M; v jM ;FM) .

2
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Capítulo 4

El valor de posición

generalizado

Este capítulo se dedica al estudio de otro concepto de solución, denominado

valor de posición. Dicho valor fue introducido por Meesen (1988) [52] y estu-

diado por Borm, Owen y Tijs (1992) [17], en el contexto de una cooperación

parcial modelada mediante situaciones de comunicación.

Aquí, este valor se de�nirá en estructuras de cooperación estables para

la unión y exigirá, previamente, la introducción de un nuevo juego de�nido

sobre coaliciones constituidas por soportes no unitarios: el juego de confe-

rencias. De este modo, una vez de�nidos los conceptos indicados, se estudia,

en la segunda sección del capítulo, las propiedades del valor de posición, se

generaliza la caracterización axiomática del valor de posición dada por Borm,

Owen y Tijs (1992) en situaciones de comunicación y se relaciona este con-

cepto de valor de posición generalizado con el valor de posición de�nido por

Faigle [29], para juegos de comunicación general. Además, ya que el con-

cepto de valor de posición fue extendido por van den Nouweland, Borm y

Tijs (1992) [58] a situaciones de comunicación modeladas por hipergrafos,

se dedica una parte del capítulo a analizar las diferencias entre los hiper-

grafos de comunicación, los sistemas de coaliciones factibles [-estables y los

133
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correspondientes valores de posición.

El análisis de las propiedades que veri�ca el valor de posición genera-

lizado suscita una comparación con las que satisface el valor de Myerson

generalizado. Así, se posibilitan interrogantes sobre nuevas caracterizaciones

axiomáticas del valor de Myerson generalizado y de ello trata la penúltima

sección. Por último, de forma análoga a como se realizó en el capítulo an-

terior, se presentan algunos resultados que permitan un cómputo más e�caz

del valor de posición generalizado.

4.1 El juego de conferencias y el valor de po-

sición generalizado

Tal como se ha indicado en los párrafos anteriores y con el objetivo de de�nir

el concepto de valor de posición generalizado, se introduce, en el contexto

de estructuras de cooperación estables para la unión, un juego en el que el

conjunto de jugadores va a estar formado por todos aquellos soportes cuyo

cardinal sea estrictamente mayor que uno. A tal �n, se denotará, en todo este

capítulo, por C el conjunto constituido por todos los soportes de un sistema

[-estable que tengan cardinal mayor o igual que dos.

De�nición 4.1 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación estable

para la unión. Se denomina juego de conferencias, denotado
�
C; vC

�
, al juego

vC : 2C �! R de�nido por vC(;) = 0, y

vC (A) = vA(N) =
X

M2CA(N)

v(M); para toda A � C:

El juego
�
C; vC

�
está bien de�nido ya que a cada A � C se le puede

asociar su correspondiente clausura; además, la Proposición 3.3 asegura que
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el sistema de coaliciones factibles
�
N;A

�
es [-estable y, por tanto, tiene

sentido considerar la terna
�
N; v;A

�
y el correspondiente juego restringido

asociado tal como se indica en la De�nición 2.10.

Obsérvese que si el juego (N; v) es cero-normalizado, entonces se tiene

vC (C) = vC(N) = vF(N);

ya que B = C [ fB 2 B : jBj � 1g.

Por otra parte, la De�nición 4.1 supone una generalización del concepto

de juego arco introducido por Borm, Owen y Tijs (1992) [17] y estudiado

por van den Nouweland, Borm y Tijs (1992) [58] ya que, en una situación de

comunicación (N; v; E) (véase Ejemplo 2.5), resulta ser

C = ffi; jg : fi; jg 2 Eg ;

y A se corresponde con el subgrafo generado por el conjunto de aristas que

forman A � C.

Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la unión

en la que se supondrá, a partir de ahora y a lo largo de todo el capítulo, que

el juego (N; v) es cero-normalizado, y considérese el juego de conferencias�
C; vC

�
. Tiene sentido determinar el correspondiente valor de Shapley aso-

ciado al juego
�
C; vC

�
:

�
�
C; vC

�
2 R

jCj ;

que, obviamente, asigna a cada soporte no unitario un número real.

Puesto que a cada coalición soporte con cardinal mayor o igual que dos

se le asocia un valor, parece razonable asignarle a cada jugador un valor

tomando como referencia su participación en aquellas coaliciones soportes

que tengan cardinal mayor o igual que dos. Ello da lugar al concepto de

valor de posición generalizado.
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De�nición 4.2 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. Para cada jugador se de�ne su valor de posición generalizado de la

siguiente forma

�i (N; v;F) =

8<
:

P
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�
si Ci 6= ;;

0 en otro caso,

siendo Ci el conjunto de soportes, con al menos dos jugadores, en los cuales

i participa; esto es, Ci = fC 2 C : i 2 Cg.

El siguiente ejemplo ilustra los conceptos que se han introducido.

Ejemplo 4.3 Considérese la estructura de cooperación estable para la unión,

(N; v;F), del Ejemplo 3.26. Se tiene que

B = ff1g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 4gg ; C = ff1; 2; 3g ; f2; 3; 4gg ;

y que

vF(S) =

(
jSj � 1 si S 2 F ,

0 en otro caso.

El juego de conferencias viene determinado en la siguiente tabla.

A � C A CA(N) vC (A)

; ; ; 0

ff1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff2; 3; 4gg ff2; 3; 4gg ff2; 3; 4gg 2

ff1; 2; 3g ; f2; 3; 4gg ff1; 2; 3g ; f2; 3; 4g ; f1; 2; 3; 4gg ff1; 2; 3; 4gg 3

El valor de Shapley del juego de conferencias, correspondiente a cada

soporte no unitario es:

�f1;2;3g

�
C; vC

�
=

X
fS�C:f1;2;3g2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n ff1; 2; 3gg)

�
=

3

2
,

�f2;3;4g

�
C; vC

�
=

X
fS�C:f2;3;4g2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n ff2; 3; 4gg)

�
=

3

2
.
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Así, el valor de posición generalizado para cada jugador viene dado por

�1 (N; v;F) =
1

3
�f1;2;3g

�
C; vC

�
=

1

2
,

�2 (N; v;F) =
1

3
�f1;2;3g

�
C; vC

�
+

1

3
�f2;3;4g

�
C; vC

�
= 1,

�3 (N; v;F) = �2 (N; v;F) = 1,

�4 (N; v;F) =
1

3
�f2;3;4g

�
C; vC

�
=

1

2
,

con lo que, �nalmente, � (N; v;F) =

�
1

2
; 1; 1;

1

2

�
.

4.2 El valor de posición generalizado: propie-

dades y axiomas

En primer lugar, parece natural plantearse si el valor de posición generalizado

es una regla de asignación para estructuras de cooperación estables para la

unión, en el mismo sentido que se estableció en el capítulo anterior. Para

ello, previamente, se expone un resultado que permite descomponer, de forma

aditiva, el juego de conferencias.

Lema 4.4 Sea la terna (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión y
�
C; vC

�
el juego de conferencias asociado. Si N =2 F , entonces

existe una partición fD1;D2; : : : ;Dpg de C tal que

vC =

pX
i=1

vDi;

siendo
�
C; vDi

�
el juego de�nido por

vDi : 2C �! R; vDi (A) = vC (A \Di) ; 8A � C:
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Demostración: Por hipótesis N =2 F . Entonces, aplicando el apartado (b)

de la Proposición 3.11, existe una partición fB1;B2; : : : ;Bpg de la base B.

Esto, a su vez, implica que existe una partición fD1;D2; : : : ;Dpg de C:

Por tanto, para toda coalición de soportes con cardinal mayor o igual que

dos A � C, se veri�ca, aplicando la de�nición de juego de conferencias y la

Proposición 3.13, que

vC (A) = vC (A\ C)

= vC

 
A\

 
p[
i=1

Di

!!

= vC

 
p[
i=1

(A \ Di)

!

= v
Sp
i=1(A\Di)(N)

=
X

M2CSp
i=1(A\Di)

(N)

v(M)

=
X

M2
Sp
i=1 CA\Di

(N)

v(M)

=

pX
i=1

2
4 X
M2CA\Di

(N)

v(M)

3
5

=

pX
i=1

vC (A \Di)

=

pX
i=1

vDi (A) :

2

Nótese que Di es un soporte en el sentido de Shapley para el juego vDi;

ya que, para toda A � C,

vDi (A) = vC (A \ Di)
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= vC ((A\ Di) \ Di)

= vDi (A\ Di) .

Teorema 4.5 El valor de posición generalizado � : SEN �! R
n es una

regla de asignación.

Demostración: Dada (N; v;F) 2 SEN , se ha de probar:

1. Para toda M 2 CF(N);
P
i2M

�i (N; v;F)= v(M):

2. Para todo i =2
S

M2CF (N)

M; �i (N; v;F)= 0:

La segunda condición es inmediata, ya que si i =2
S
M2CF (N)M; el jugador

no pertenece a ninguna coalición factible. Por tanto, Ci = ; y, por de�nición,

�i (N; v;F) = 0.

Se prueba ahora la primera condición. Sea M 2 CF(N). Si jM j = 1,

entonces M = fig y Ci = ;. De ahí,X
i2M

�i (N; v;F) = �i (N; v;F) = 0 = v(fig);

puesto que v es cero-normalizado.

Supóngase que jM j > 1, lo cual implica que Ci 6= ;; para todo i 2 M .

Además, comoM es una componente maximal de N , es una coalición factible

y por tanto,

M =
[
k2K

Bk, con Bk 2 B,

siendo fBkgk2K la colección formada por todos los soportes que están in-

cluidos en M . Si i 2 M , resulta que Ci � fBkgk2K, ya que de otra forma

existiría C 2 Ci y, en consecuencia,

i 2M =
S
k Bk

i 2 C =2 fBkgk2K

)
=)

"[
k2K

Bk

#
[ C 2 F ;

por la estabilidad para la unión cuando la intersección no es vacía y M no

sería una coalición factible maximal de N , al ser
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M �

"[
k2K

Bk

#
[ C:

Entonces,

X
i2M

�i (N; v;F) =
X
i2M

"X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�#

=
X

ffBkgk2K : jBkj�2g

�
jBkj

1

jBkj

�
�Bk

�
C; vC

�

=
X

ffBkgk2K : jBkj�2g

�Bk

�
C; vC

�
:

Aplicando las propiedades del valor de Shapley cuando un juego puede

descomponerse de la forma que indica el Lema 4.4, (véase pág. 13), se obtiene

X
ffBkgk2K :jBkj�2g

�Bk

�
C; vC

�
=

X
ffBkgk2K : jBkj�2g

�Bk

�
C; vDk

�

= vDk
�
fBkgk2K

�
= vC

�
fBkgk2K \ Dk

�
= vC

�
fBkgk2K

�
= vfBkgk2K (N)

= v (M) ;

siendo Dk =
�
fBkgk2K : jBkj � 2

	
. 2

Obsérvese que si N 2 F , entonces la e�ciencia del valor de posición es

inmediata ya que,

X
i2N

�i (N; v;F) =
X
i2N

"X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�#
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=
X
C2C

�
jCj

1

jCj

�
�C

�
C; vC

�
=

X
C2C

�C

�
C; vC

�
= vC(C)

= vF(N)

= v(N):

En el siguiente ejemplo se pone de mani�esto que el valor de posición ge-

neralizado, a diferencia del valor de Myerson generalizado, no es una regla de

asignación justa ni tampoco estable, aunque el juego (N; v) sea superaditivo.

Ejemplo 4.6 Considérese el sistema (N;F) de coaliciones factibles estable

para la unión en el que N = f1; 2; 3; 4g y

F = ff1g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3g ; f2; 3; 4g ; f1; 2; 3; 4gg :

Sea (N; v) el juego de unanimidad correspondiente a la coalición f2; 3g; es

decir,

v(S) =

(
1 si S � f2; 3g ;

0 en otro caso.

Se construye el juego de conferencias vC : 2C �! R. En este caso,

B = ff1g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f2; 3; 4gg ; C = ff1; 2g ; f2; 3g ; f2; 3; 4gg :

A � C A CA(N) vC (A)

; ; ; 0

ff1; 2gg ff1; 2gg ff1; 2gg 0

ff2; 3gg ff2; 3gg ff2; 3gg 1

ff2; 3; 4gg ff2; 3; 4gg ff2; 3; 4gg 1

ff1; 2g ; f2; 3gg ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 1

ff1; 2g ; f2; 3; 4gg ff1; 2g ; f2; 3; 4g ; f1; 2; 3; 4gg ff1; 2; 3; 4gg 1

ff2; 3g ; f2; 3; 4gg ff2; 3g ; f2; 3; 4gg ff2; 3; 4gg 1

ff1; 2g ; f2; 3g ; f2; 3; 4gg F n f1g ff1; 2; 3; 4gg 1
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Por tanto, el juego de conferencias viene dado, para A � C, por

vC (A) =

(
0 si A = ff1; 2gg o A = ;;

1 en otro caso.

Se calculan, ahora, las componentes del valor de Shapley:

�f1;2g

�
C; vC

�
=

X
fS�C:f1;2g2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n ff1; 2gg)

�
= 0;

�f2;3g

�
C; vC

�
=

X
fS�C:f2;3g2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n ff2; 3gg)

�
=

1

2
;

�f2;3;4g

�
C; vC

�
=

X
fS�C:f2;3;4g2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n ff2; 3; 4gg)

�
=

1

2
:

De lo anterior, se deduce que el valor de posición generalizado es, para cada

uno de los jugadores,

�1 (N; v;F) =
X
C2C1

1

jCj
�C

�
C; vC

�
= 0;

�2 (N; v;F) =
X
C2C2

1

jCj
�C

�
C; vC

�
=

5

12
;

�3 (N; v;F) =
X
C2C3

1

jCj
�C

�
C; vC

�
=

5

12
;

�4 (N; v;F) =
X
C2C4

1

jCj
�C

�
C; vC

�
=

1

6
:

Para comprobar que el valor de posición generalizado no es una regla de

asignación justa, considérese B = f2; 3; 4g. Entonces

B n fBg = ff1g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ; C n fBg = ff1; 2g ; f2; 3gg

y se obtiene



4.2. El valor de posición generalizado: propiedades y axiomas 143

A � C n fBg A CA(N) vCnfBg (A)

; ; ; 0

ff1; 2gg ff1; 2gg ff1; 2gg 0

ff2; 3gg ff2; 3gg ff2; 3gg 1

ff1; 2g ; f2; 3gg ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 1

En este caso, las componentes del valor de Shapley, vienen dadas por

�f1;2g

�
C n fBg ; vCnfBg

�
= 0;

�f2;3g

�
C n fBg ; vCnfBg

�
= 1:

De ahí, el valor de posición generalizado para cada jugador es, ahora,

�1
�
N; v;B n ff2; 3; 4gg

�
=

X
C2C1nfBg

1

jCj
�C

�
C n fBg ; vCnfBg

�
= 0;

�2

�
N; v;B n ff2; 3; 4gg

�
=

X
C2C2nfBg

1

jCj
�C

�
C n fBg ; vCnfBg

�
=

1

2
;

�3

�
N; v;B n ff2; 3; 4gg

�
=

X
C2C3nfBg

1

jCj
�C

�
C n fBg ; vCnfBg

�
=

1

2
;

�4
�
N; v;B n ff2; 3; 4gg

�
=

X
C2C4nfBg

1

jCj
�C

�
C n fBg ; vCnfBg

�
= 0.

Así, se ha obtenido,

�i (N; v;F)
�
N; v;B n ff2; 3; 4gg

�
�1 0 0

�2 5=12 1=2

�3 5=12 1=2

�4 1=6 0

y como se ha considerado B = f2; 3; 4g, resulta
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j �j (N; v;F)� �j
�
N; v;B n ff2; 3; 4gg

�
j = 2 5=12� 1=2 = �1=12

j = 3 5=12� 1=2 = �1=12

j = 4 1=6� 0 = 1=6

El hecho de que la pérdida o ganancia no sea la misma para todos los

elementos de B = f2; 3; 4g, así como su signo, indica que el valor de posición

generalizado no es una regla justa ni estable, aunque el juego considerado es

un juego convexo y, por tanto, superaditivo.

En lo que sigue a continuación, se introducirán progresivamente algunas

propiedades, que pueden ser interpretadas como razonables o deseables para

cualquier regla de asignación en estructuras de cooperación estables para la

unión, y se estudiará si el valor de posición generalizado las satisface, con la

intención de obtener una caracterización axiomática del mismo.

De�nición 4.7 Una regla de asignación 
 : SEN �! Rn se denomina adi-

tiva si, para cualesquiera (N; v;F) ; (N;w;F) 2 SEN , se veri�ca


 (N; v + w;F) = 
 (N; v;F) + 
 (N;w;F) .

Parece razonable que una regla de asignación veri�que la propiedad de

aditividad, ya que es lógico que un jugador considere que su ganancia en

el juego v + w debería ser la suma de las ganancias correspondientes a su

participación en los juegos v y w.

De�nición 4.8 Un soporte H 2 C se denomina super�uo para la estructura

de cooperación (N; v;F) 2 SEN si, para cualquier A � C, se veri�ca

vC (A) = vC (A n fHg) .
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Obsérvese que, en la de�nición, el soporte H es un jugador nulo en el

juego de conferencias, entendiendo que un jugador es nulo en un juego si

todas sus contribuciones marginales son nulas. De la de�nición se deduce

también que, en cada subsistema de soportes con cardinal al menos dos, la

presencia de un soporte super�uo no afecta a las ganancias o valor de la

coalición N .

De�nición 4.9 Una regla de asignación 
 : SEN �! Rn tiene la propiedad

del soporte super�uo si, para cualesquiera (N; v;F) 2 SEN y H 2 C que sea

un soporte super�uo, se veri�ca


 (N; v;F) = 

�
N; v;B n fHg

�
.

Teorema 4.10 El valor de posición generalizado � : SEN �! Rn satisface

las propiedades de aditividad y del soporte super�uo.

Demostración: La aditividad se obtiene, trivialmente, al tener en cuenta

que el valor de Shapley satisface esta propiedad.

Sea H 2 C un soporte super�uo. Se ha de probar que

� (N; v;F) = �
�
N; v;B n fHg

�
:

Sea i 2 N tal que Ci 6= ;. Entonces, por de�nición

�i (N; v;F) =
X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�
;

�i

�
N; v;B n fHg

�
=

X
C2CinfHg

1

jCj
�C

�
C n fHg ; vCnfHg

�
:

Ahora bien, si i 2 H, entonces

�i (N; v;F) =
X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�
=

X
C2CinfHg

1

jCj
�C

�
C; vC

�
+

1

jHj
�H

�
C; vC

�
;
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donde

�H

�
C; vC

�
=

X
fS�C:H2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n fHg)

�
= 0;

puesto que H es un soporte super�uo.

Por tanto,

�i (N; v;F) =
X

C2CinfHg

1

jCj
�C

�
C; vC

�
; 8i 2 N:

Esto implica que es su�ciente probar que

�C

�
C; vC

�
= �C

�
C n fHg ; vCnfHg

�
; 8C 2 C, C 6= H:

Por un lado, aplicando la fórmula correspondiente al valor de Shapley,

�C

�
C; vC

�
=

X
fS�C:C2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n fCg)

�
=

X
fS�C:C2S;H2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n fCg)

�
+

X
fS�C:C2S;H =2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n fCg)

�
:

Se puede establecer una correspondencia biyectiva entre las coaliciones

S � C, con C 2 S, que contienen al soporteH, y aquéllas que no lo contienen.

Entonces, teniendo en cuenta que H es un soporte super�uo y agrupando las

parejas que resultan de la biyección, se obtiene

�C

�
C; vC

�
=

X
fS�C:C2S;H2Sg


 (S)
�
vC (S n fHg)� vC ((S n fCg) n fHg)

�
+

X
fS�C:C2S;H =2Sg


 (S)
�
vC (S)� vC (S n fCg)

�
=

X
fS�C:C2S;H =2Sg

(
 (S [ fHg) + 
 (S))
�
vC (S)� vC (S n fCg)

�
:
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Por de�nición de 
 (S) y considerando que jS [ fHgj = jSj+ 1 = s+ 1;

resulta ser

�C

�
C; vC

�
=

X
fS�C:C2S;H =2Sg

(s� 1)! (c� s� 1)!

(c� 1)!

�
vC (S)� vC (S n fCg)

�
;

donde c = jCj. Por otro lado,

�C

�
C n fHg ; vCnfHg

�
=

X
fS�CnfHg:C2Sg


 (S)
�
vCnfHg (S)� vCnfHg (S n fCg)

�
;

siendo 
 (S) =
(s� 1)! (c� s� 1)!

(c� 1)!
por de�nición del valor de Shapley y por

el hecho de ser jC n fHgj = c� 1.

Obviamente, vC (S) = vCnfHg (S) ya que S � C n fHg y, por tanto, queda

probada la igualdad. 2

Teniendo en cuenta la de�nición de valor de posición generalizado, parece

lógico de�nir el concepto de in�uencia de un jugador de la siguiente forma.

De�nición 4.11 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. La in�uencia del jugador i viene dada mediante la expresión

Ii (N; v;F) =

8><
>:
X
C2Ci

1

jCj
si Ci 6= ;;

0 en otro caso,

donde Ci = fC 2 C : i 2 Cg :

Nótese que la de�nición de in�uencia de un jugador i mide su importancia

en el sistema (N; C), a través de su participación en los soportes no unitarios

del mismo.
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De�nición 4.12 Una terna (N; v;F) 2 SEN se denomina anónima para

los soportes si existe una función f : f0; 1; : : : ; jCjg �! R tal que, para todo

A � C,

vC (A) = f (jAj) .

Es decir, (N; v;F) es anónima para los soportes si el correspondiente juego

de conferencias
�
C; vC

�
es simétrico.

Esta de�nición asegura que si una terna (N; v;F) 2 SEN es anónima

para los soportes, entonces todos los soportes son igualmente importantes o

desempeñan el mismo papel en el juego de conferencias asociado.

De�nición 4.13 Una regla de asignación 
 : SEN �! Rn tiene la propiedad

de in�uencia si, para cada terna (N; v;F) anónima para los soportes, existe

un � 2 R tal que


i (N; v;F) = � Ii (N; v;F) ; 8i 2 N:

Así, si los valores, en el juego de conferencias, sólo dependen del número

de soportes, los pagos a los jugadores son proporcionales a su in�uencia.

Teorema 4.14 El valor de posición generalizado � : SEN �! Rn satisface

la propiedad de in�uencia.

Demostración: Considérese la terna (N; v;F) anónima para los soportes.

Ello quiere decir, por de�nición, que el juego
�
C; vC

�
es simétrico. Luego,

(véase pág. 14)

�C

�
C; vC

�
=

1

jCj
vC (C) ; 8C 2 C:

Por tanto, para todo i 2 N tal que Ci 6= ;, se obtiene

�i (N; v;F) =
X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�
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=
X
C2Ci

1

jCj

�
1

jCj
vC (C)

�

=
1

jCj
vC (C)

X
C2Ci

1

jCj

=
1

jCj
vC (C) Ii (N; v;F) :

Si i 2 N es tal que Ci = ;, se tiene que �i (N; v;F) = 0. Finalmente, en

cualquier caso, resulta que para todo i 2 N , existe un � 2 R tal que

�i (N; v;F) = � Ii (N; v;F) , con � =
1

jCj
vC (C) :

2

La propiedad de in�uencia se pone de mani�esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.15 Sea N = f1; 2; 3; 4g y la estructura de cooperación (N; v;F)

considerada en el Ejemplo 3.26. Para dicha estructura de cooperación estable

para la unión, la in�uencia de cada jugador viene dada por

I1(N; v;F) =
1

3
, ya que C1 = fC 2 C : 1 2 Cg = ff1; 2; 3gg ;

I2(N; v;F) =
2

3
, ya que C2 = fC 2 C : 2 2 Cg = ff1; 2; 3g ; f2; 3; 4gg ;

I3(N; v;F) =
2

3
, ya que C3 = fC 2 C : 3 2 Cg = ff1; 2; 3g ; f2; 3; 4gg ;

I4(N; v;F) =
1

3
, ya que C4 = fC 2 C : 4 2 Cg = ff2; 3; 4gg :

Por tanto, el vector in�uencia es I (N; v;F) =

�
1

3
;
2

3
;
2

3
;
1

3

�
.

En este caso, si se observa el juego de conferencias (pág. 136), resulta

que (N; v;F) es una estructura de cooperación anónima para los soportes ya

que, se puede de�nir la siguiente función

f : f0; 1; 2g �! R, tal que f(0) = 0; f(1) = 2; f(2) = 3;
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y, por tanto,

vC (A) = f (jAj) :

Al considerar el valor de posición, calculado en el Ejemplo 4.3

� (N; v;F) =

�
1

2
; 1; 1;

1

2

�
;

se veri�ca

�
1

2
; 1; 1;

1

2

�
=

3

2

�
1

3
;
2

3
;
2

3
;
1

3

�
, donde � =

1

jCj
vC (C) =

3

2
, tal

como se indicó en la prueba del teorema anterior.

Hasta aquí, se han introducido las propiedades de aditividad, del soporte

super�uo e in�uencia para reglas de asignación de�nidas sobre estructuras de

cooperación estables para la unión, demostrándose que el valor de posición

generalizado las veri�ca. Estas propiedades no permiten una caracterización

axiomática del mismo en el conjunto SEN aunque sí lo determinan, de modo

único, en una clase especial de estructuras de cooperación estables para la

unión. Con este último propósito se establece el siguiente resultado y se

de�nen aquellas estructuras de cooperación que van a considerarse.

Lema 4.16 Sea (N;F) un sistema [-estable, tal que la expresión de cada

coalición factible no unitaria como unión de soportes no unitarios sea única.

Si S =
S
i2I Si y T =

S
j2J Tj, con Si; Tj 2 C para cualesquiera i; j, entonces

S � T () fSigi2I � fTjgj2J :

Demostración: Supóngase que fSigi2I no está contenido en fTjgj2J , en-

tonces existe Sk 2 fSigi2I tal que Sk =2 fTjgj2J y, por lo tanto, Sk 6= Tj; para

todo j 2 J . De aquí, T =
S
j2J Tj y T =

�S
j2J Tj

�
[Sk ya que Sk � S � T

y consecuentemente, la expresión de T como unión de soportes no sería única,

en contradicción con la hipótesis del lema. El recíproco es evidente. 2

Se denotará por SEIN el conjunto de estructuras de cooperación estables

para la unión (N; v;F) donde (N;F) veri�ca las siguientes condiciones:
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1) 8S; T 2 F , jS \ T j � 2 =) S \ T 2 F .

2) Toda coalición factible no unitaria se expresa de forma única como

unión de soportes no unitarios.

A continuación, se proporcionan algunos ejemplos.

Ejemplo 4.17 Considérese una estructura de cooperación (N; v;F) 2 SEN ,

con N = f1; 2; 3g y

F = ff1g ; f2g ; f3g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f1; 3g ; f1; 2; 3gg :

Es inmediato que (N; v;F) =2 SEIN ya que, dada la coalición N = f1; 2; 3g,

se puede expresar

f1; 2; 3g = f1; 2g [ f2; 3g = f1; 3g [ f2; 3g ;

y, por tanto, toda coalición factible no unitaria no siempre admite una ex-

presión única como unión de soportes no unitarios.

Si, ahora, se considera (N; v;F) 2 SEN , con N = f1; 2; 3; 4; 5; 6g y

F = ff3g ; f3; 4g ; f1; 2; 3g ; f3; 5; 6g ; f1; 2; 3; 4g ;

f3; 4; 5; 6g ; f1; 2; 3; 5; 6g ; f1; 2; 3; 4; 5; 6gg;

puede comprobarse, fácilmente que (N; v;F) 2 SEIN .

Teorema 4.18 El valor de posición generalizado � : SEN �! Rn es la

única regla de asignación en SEIN que veri�ca las propiedades de aditividad,

soporte super�uo e in�uencia.

Demostración: A través de los teoremas anteriores se ha probado que el

valor de posición generalizado veri�ca todas las propiedades indicadas. Por

tanto, sólo queda demostrar la unicidad.
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Supóngase que 
 : SEIN �! R
n es otra regla de asignación que veri�ca

las propiedades de aditividad, soporte super�uo e in�uencia. Habrá que

demostrar que 
 (N; v;F) = � (N; v;F).

Dado que (N; v) es un juego y fuT : T � N; T 6= ;g es una base en �N ,

se tiene que

v =
X

fT :T 6=;g

�TuT ;

y, como (N; v) es cero-normalizado,

0 = v (fig) =
X

fT :T 6=;g

�TuT (fig) = �fig, implica v =
X

fT :jT j�2g

�TuT :

Según lo anterior, probar que 
 (N; v;F) = � (N; v;F) es equivalente a

demostrar que




0
@N; X

fT :jT j�2g

�TuT ;F

1
A = �

0
@N; X

fT :jT j�2g

�TuT ;F

1
A ;

y, al ser tanto � como 
 reglas de asignación aditivas,


 (N; v;F) = � (N; v;F)

si y sólo si X
fT :jT j�2g


 (N;�TuT ;F) =
X

fT :jT j�2g

� (N;�TuT ;F) .

De ahí que, para probar la igualdad, es su�ciente demostrar que, para

toda coalición T � N , con jT j � 2, se veri�ca


 (N;�uT ;F) = � (N;�uT ;F) , � 2 R.

Para probar esta última igualdad, �jada T � N con jT j � 2, se consideran

dos casos:

1. Existe una coalición S 2 F tal que T � S:
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2. No existe ninguna coalición S 2 F tal que T � S:

Se comienza probando la igualdad en el caso 2. En este caso, el juego de

conferencias asociado a �uT sería el siguiente

(�uT )
C : 2C �! R; (�uT )

C (A) =
X

M2CA(N)

(�uT ) (M); para cada A � C.

Como no existe ninguna coalición S 2 F tal que T � S; entonces uT (M) = 0,

para toda M 2 CA(N), ya que si, para algún M , uT (M) = 1, entonces

T �M y al ser M 2 F , iría en contra de lo supuesto. De ahí,

(�uT )
C (A) =

X
M2CA(N)

(�uT ) (M) = 0; 8A � C;

y así, el juego de conferencias asociado a �uT es el juego nulo. Ello implica

que

�C

�
C; (�uT )

C
�
= 0; 8C 2 C;

y por tanto,

�i (N;�uT ;F) = 0; 8i 2 N:

Por otro lado, si (�uT )
C es el juego nulo, entonces todos los soportes de

C son super�uos, porque

(�uT )
C (A) = (�uT )

C (A n fHg) = 0; 8A � C; 8H 2 C:

Así, 
 (N;�uT ;F) = 

�
N;�uT ;B n fHg

�
= � � � = 


�
N;�uT ;F

0�
; donde

F
0
= B n C; es decir, F

0
sólo contiene a las coaliciones factibles unitarias, si

las hay, ya que se han ido suprimiendo de forma consecutiva todos los soportes

no unitarios. Además, si (�uT )
C es el juego nulo, la terna

�
N;�uT ;F

0�
es

anónima para los soportes y, de aquí, el vector 

�
N;�uT ;F

0�
es proporcional

al vector de in�uencias. Por tanto,



�
N;�uT ;F

0
�
= � I

�
N;�uT ;F

0
�
= � 0 = 0;
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ya que, para todo i 2 N ,

Ii
�
N;�uT ;F

0
�
=
X
C2Ci

1

jCj
= 0; pues Ci = ;:

Luego, 
 (N;�uT ;F) = 

�
N;�uT ;F

0�
= 0 y así,


 (N;�uT ;F) = � (N;�uT ;F) = 0:

Se prueba ahora la igualdad en el caso 1. Sea S 2 F tal que T � S y

considérese el conjunto fF 2 F : T � Fg que, obviamente, es no vacío. Sea

entonces,

T =
\
fF 2 F : T � Fg :

Este conjunto no es vacío ya que, viene dado como intersección de coali-

ciones factibles las cuales, todas ellas, contienen a T: Además, T 2 F pues

si T1; T2 2 F son tales que T � T1; T � T2, resulta ser jT1 \ T2j � jT j � 2 y,

por hipótesis, T1 \ T2 2 F . También es inmediato que es el menor conjunto

factible que contiene a T:

Además, por la Proposición 3.12, al ser T 2 F y
��T �� � 2 resulta que,

T =
[
k2K

Bk; con Bk 2 C; 8k 2 K:

Por otro lado, el juego de conferencias asociado a �uT será

(�uT )
C : 2C �! R; (�uT )

C (A) =

(
� si T 2 A;

0 en otro caso,

puesto que

(�uT )
C (A) =

X
M2CA(N)

(�uT ) (M) =
X

M2CA(N)

�uT (M) = �;

si y sólo si uT (M) = 1, para algún M 2 CA(N). Es inmediato que si existe

M 2 CA(N) tal que uT (M) = 1 éste es único, puesto que las coaliciones

factibles maximales son siempre disjuntas. Así,

uT (M) = 1() T �M , con M 2 A � F ,
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y al ser T 2 F el menor conjunto factible que contiene a T; se tiene

uT (M) = 1() T � T �M , con M 2 A � F .

Por otro lado, como T =
S
k2K Bk, con Bk 2 C, para todo k 2 K, resulta

T � M; M 2 A � F () fBkgk2K � A,

ya que la expresión de cada coalición factible no unitaria como unión de

soportes no unitarios es única (Lema 4.16). Así, se obtiene

(�uT )
C (A) =

(
� si fBkgk2K � A,

0 en otro caso.

Debido a que el juego de conferencias se comporta exactamente igual que un

escalar � por un juego de unanimidad de�nido sobre C, el valor de Shapley

es

�C

�
C; (�uT )

C
�
=

8<
:

�

jKj
si C 2 fBkgk2K ,

0 en otro caso,

donde jKj =
��fBkgk2K

��. De aquí, el valor de posición generalizado vendrá

dado, para todo i 2 T , por

�i (N;�uT ;F) =
X

C2Ci\(fBkgk2K)

1

jCj

�

jKj
=

�

jKj

X
C2Ci\(fBkgk2K)

1

jCj
;

de donde

�i (N;�uT ;F) =

8><
>:

�

jKj

P
C2Ci\(fBkgk2K)

1

jCj
si i 2 T ;

0 en otro caso.

A continuación, se prueba que 
 (N;�uT ;F) viene determinado de la

misma forma, con lo cual ambos valores coinciden. En efecto, en primer

lugar, obsérvese que todos los soportes C 2 C tales que C =2 fBkgk2K son



156 Capítulo 4. El valor de posición generalizado

super�uos en el juego de conferencias. Por tanto, si se aplica sucesivamente

la propiedad del soporte super�uo para la regla de asignación 
, resulta


 (N;�uT ;F) = � � � = 
 (N;�uT ;F
0) ,

donde F 0 =
�
fBkgk2K

�
[ (ffjg : fjg 2 Fg). Por otro lado, el juego de

conferencias asociado a �uT en F
0
es anónimo para los soportes ya que,

(�uT )
C jF 0 (A) =

(
� si A = fBkgk2K ;

0 en otro caso.

De ahí, aplicando la propiedad de in�uencia para la regla de asignación


 se tiene que existe un número real � de forma que


 (N;�uT ;F
0) = � I (N;�uT ;F

0) :

Si i 2 N n T , entonces Ii (N;�uT ;F 0) = 0 (ya que i =2 Bk, para todo

k 2 K) y, por tanto, 
i (N;�uT ;F 0) = 0: Si i 2 T , al ser T 2 CF 0(N)

resulta que, aplicando la e�ciencia a ambas reglas de asignación en la terna

(N;�uT ;F 0), se tendríaX
i2T


i (N;�uT ;F
0) = �uT (T ) =

X
i2T

�i (N;�uT ;F
0) ;

de donde,X
i2T

� Ii (N;�uT ;F
0) =

X
i2T

� Ii (N;�uT ;F
0) ; con � =

�

jKj
;

y, de aquí, X
i2T

(� � �) Ii (N;�uT ;F
0) = 0;

y, como para T 2 CF 0(N), se veri�ca que
P

i2T Ii (N;�uT ;F
0) 6= 0, se deduce

la igualdad � = �.

Finalmente, se obtiene,


i (N;�uT ;F) = 
i (N;�uT ;F
0) =

8><
>:

�

jKj

P
C2Ci\(fBkgk2K)

1

jCj
si i 2 T ;

0 en otro caso,
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y, por tanto,


 (N;�uT ;F) = � (N;�uT ;F) :

En consecuencia, 
 (N; v;F) = � (N; v;F) : 2

Corolario 4.19 Sea la estructura de cooperación (N; v;F), donde (N;F)

es una familia intersectante tal que la expresión de cada coalición factible

no unitaria como unión de soportes no unitarios sea única. Entonces, el

valor de posición generalizado es la única regla de asignación que veri�ca las

propiedades de aditividad, soporte super�uo e in�uencia.

Obsérvese que si (N;F) es una geometría convexa, estable para la unión

y tal que la expresión de cada coalición factible no unitaria como unión de

soportes no unitarios sea única, entonces el valor de posición generalizado

es la única regla de asignación que veri�ca las propiedades de aditividad,

soporte super�uo e in�uencia.

De la demostración del Teorema 4.18 se puede deducir la siguiente pro-

posición.

Proposición 4.20 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión, tal que
�
C; vC

�
es un juego simétrico. Entonces, el valor de posi-

ción generalizado es la única regla de asignación que veri�ca la propiedad de

in�uencia.

Demostración: Como vC : 2C �! R es simétrico, la terna (N; v;F) es

anónima para los soportes y según el Teorema 4.14

� (N; v;F) = � I (N; v;F) ; con � =
1

jCj
vC (C) :

Sea 
 (N; v;F) otra regla de asignación que veri�ca la propiedad de la

in�uencia. Al ser el juego
�
C; vC

�
simétrico, resulta que


 (N; v;F) = � I (N; v;F) :
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Se ha de probar que � = �. Para ello, sea i 2 N , tal que i 2
S
M2CF (N)M:

Aplicando la e�ciencia por componentes se tendría queX
i2M


i (N; v;F) = v(M) =
X
i2M

�i (N; v;F) ;

de donde, X
i2M

� Ii (N; v;F) =
X
i2M

� Ii (N; v;F) ;

y de aquí, X
i2M

(� � �) Ii (N; v;F) = 0:

Puesto que, paraM 2 CF(N), se veri�ca
P

i2M Ii (N; v;F) 6= 0, se deduce

que � = � y, por tanto, 
 (N; v;F) = � (N; v;F).

En el caso C = ;, es evidente que 
 (N; v;F) = � (N; v;F) = 0 al ser

I (N; v;F) = 0: 2

El sistema (N;F) puede incumplir alguna de las características de esta-

bilidad para la intersección o expresión única de cada coalición factible no

unitaria en función de soportes no unitarios y, sin embargo, ser el valor de

posición generalizado la única regla de asignación que veri�ca la propiedad

de in�uencia. Ello puede observarse en el Ejemplo 4.15 (pág. 149) ya que, en

ese caso, el sistema de coaliciones factibles no es estable para la intersección

y, el valor de posición generalizado,

� (N; v;F) =

�
1

2
; 1; 1;

1

2

�
=

3

2

�
1

3
;
2

3
;
2

3
;
1

3

�
=

3

2
I(N; v;F);

es la única regla de asignación que veri�ca la propiedad de in�uencia.

Proposición 4.21 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión tal que vC = �uA; con A � C y � 2 R. Entonces, el valor de posición

generalizado es la única regla de asignación que veri�ca las propiedades del

soporte super�uo e in�uencia.
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Demostración: Al ser vC = �uA; con A � C y � 2 R, entonces para J � C,

vC (J ) =

(
� si A � J ,

0 en otro caso.

El valor de posición generalizado veri�ca la propiedad del soporte super-

�uo y, por ello,

� (N; v;F) = � � � = � (N; v;F 0) , con F 0 = A[ ffjg : fjg 2 Fg :

De forma análoga, si 
 (N; v;F) es otra regla de asignación que veri�ca

la propiedad del soporte super�uo, se tiene


 (N; v;F) = � � � = 
 (N; v;F 0) :

Ahora bien, el juego vC jF 0 es un juego simétrico ya que

vC jF 0 (J ) = �() J = A.

Entonces, aplicando la proposición anterior, resulta que el valor de posi-

ción generalizado es la única regla de asignación que veri�ca la propiedad de

la in�uencia. Por tanto, se deduce


 (N; v;F 0) = � (N; v;F 0) ;

y, �nalmente,


 (N; v;F) = 
 (N; v;F 0) = � (N; v;F 0) = � (N; v;F) :

2

Obsérvese que la proposición anterior implica que si (N; v;F) 2 SEN tal

que
�
C; vC

�
= (C; �uA), con A � C y A 6= ;, entonces

�i (N; v;F) =

8><
>:

�

jAj

X
C2Ci\A

1

jCj
si Ci \ A 6= ;,

0 en otro caso,
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donde Ci = fC 2 C : i 2 Bg.

Esta conclusión conecta con la caracterización axiomática dada por Faigle

[29] para el valor de posición de�nido sobre juegos de comunicación general,

la cual se describe seguidamente.

Sean N = f1; 2; : : : ; ng un conjunto de jugadores y L una familia no vacía

de subconjuntos de N . Un juego de comunicación general relativo a (N;L)

es una función

v : 2L �! R, v(;) = 0.

Los elementos de L son denominados jugadores �cticios y, sobre el con-

junto de juegos de comunicación general relativos a (N;L), denotado por

CG (N;L), se de�ne el valor de posición como

P : CG (N;L) �! R
n , P (v) = (P1(v); : : : ; Pn(v)) ,

donde

Pi(v) =

8><
>:

X
fL2L: i2Lg

1

jLj
�L (L; v) si fL 2 L : i 2 Lg 6= ;;

0 en otro caso.

siendo � (L; v) el valor de Shapley, asociado al juego de comunicación general

relativo a (N;L).

El valor de posición de�nido es una regla de asignación que distribuye

el valor v (L) entre los jugadores pertenecientes a N y Faigle demuestra que

es la única regla de asignación lineal de�nida sobre el conjunto de juegos de

comunicación general veri�cando que

Pi(uS) =

8><
>:

X
fL2L: i2L;L2Sg

1

jLj jSj
si fL 2 L : i 2 L; L 2 Sg 6= ;;

0 en otro caso,

donde uS es el juego de unanimidad correspondiente a S � L, S 6= ;.
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Es inmediato que, para cualquier terna (N; v;F), siendo (N;F) un sis-

tema [-estable y (N; v) un juego de utilidad transferible, el juego de confe-

rencias
�
C; vC

�
asociado a una terna (N; v;F) es un juego de comunicación

relativo a (N; C) y � (N; v;F) = P
�
vC
�
. Por tanto, puede enunciarse el

siguiente resultado.

Proposición 4.22 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para

la unión tal que vC = uA; con A � C. Entonces, el valor de posición genera-

lizado es la única regla de asignación lineal tal que

�i (N; v;F) =

8><
>:

1

jAj

X
C2Ci\A

1

jCj
si Ci \ A 6= ;,

0 en otro caso,

para cada i 2 N .

4.3 El valor de posición en hipergrafos y sis-

temas [-estables

Las situaciones de comunicación, (N; v; E), son un caso particular de es-

tructuras de cooperación (N; v;F) estables para la unión. Ahora bien, las

estructuras [-estables no constituyen la única línea de generalización de las

situaciones de comunicación ya que Myerson [54], en (1980), generalizó su

idea de modelar la cooperación parcial mediante un grafo de comunicación

entre pares de jugadores, a través de las denominadas estructuras de confe-

rencias aunque considera, en su estudio, juegos cooperativos de utilidad no

transferible. Por otra parte, van den Nouweland, Borm y Tijs (1992) [58]

extienden la idea original de Myerson hacia situaciones de comunicación en

hipergrafos.
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Con respecto a las estructuras de conferencias se estableció, en el ter-

cer capítulo, una estrecha conexión con los sistemas de coaliciones factibles

[-estables. Ahora, el objetivo de esta sección es el de ilustrar la relación

existente entre las situaciones de comunicación en hipergrafos y las estruc-

turas de cooperación [-estables haciendo hincapié en los conceptos de valor

de posición de�nidos sobre ambas. Para ello, se exponen, brevemente, las

ideas básicas referentes a las situaciones de comunicación en hipergrafos.

En general, se entiende por situación de comunicación en hipergrafos,

a una terna (N; v;H) en la que (N; v) es un juego de utilidad transferible

cero-normalizado y (N;H) un hipergrafo, con H �
�
H 2 2N : jHj � 2

	
. En

ella, se interpreta que la comunicación es posible únicamente a través de

las conferencias H 2 H. Así, dada una coalición S � N , se de�nen las

coaliciones factibles o conjuntos de interacción de la coalición S como todos

aquellos conjuntos obtenidos de la siguiente forma:

1. Para todo i 2 S, fig es un conjunto de interacción de S.

2. Si H 2 H y H � S, entonces H es un conjunto de interacción de S.

3. Si T1 y T2 son conjuntos de interacción de S y veri�can que T1\T2 6= ;,

entonces T1 [ T2 es un conjunto de interacción de S.

A partir de los conjuntos de interacción de cualquier coalición, se de�ne

el juego restringido por el hipergrafo de comunicación de forma similar al

juego restringido de�nido por un sistema de coaliciones factibles [-estable

que contiene a las coaliciones unitarias. También, de manera análoga, se

de�ne el juego de conferencias sobre el conjunto H y sobre él se construye el

valor de posición.

Sea S � N y considérese el conjunto parcialmente ordenado constituido

por los conjuntos de interacción de S junto con la relación de inclusión. Del

proceso de formación de los conjuntos de interacción de S se deduce que sus

elementos maximales dan lugar a una partición de S denotada por S=H y,
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así, el juego restringido por el hipergrafo de comunicación, (N; rvH), se de�ne

como

rvH : 2N �! R, rvH (S) =
X

C2S=H

v (C) , 8S � N .

El juego de conferencias, (H; rvN), viene determinado por

rvN : 2H �! R, rvN (A) = rvA (N) =
X

C2N=A

v (C) , 8A � H.

Es decir, el valor de cualquier subconjunto de conferencias, A, es el valor

de la coalición N en el juego restringido correspondiente a la situación de

comunicación en hipergrafos (N; v;A).

Con las nociones introducidas, puede establecerse la siguiente relación.

Teorema 4.23 Sea (N; v;H) una situación de comunicación en hipergrafos.

Existe una estructura de cooperación (N; v;F (H)) estable para la unión tal

que los correspondientes juegos restringidos
�
N; vF(H)

�
, (N; rvH) coinciden, y

los juegos de conferencias
�
C; vC

�
, (H; rvN) veri�can que

8A � H; 9 C 0 � C tal que vC (C 0) = rvN (A) :

Recíprocamente, si (N; v;F) es una estructura de cooperación estable para la

unión, con (N; v) cero-normalizado, entonces (N; v; C) es una situación de

comunicación en hipergrafos en la que se veri�ca

rvC = vF y rvN = vC:

Demostración: Sea (N; v;H) una situación de comunicación en hipergrafos

y considérese el conjunto F (H) constituido por todos los conjuntos de in-

teracción de la coalición N . Por construcción, (N;F (H)) es un sistema

[-estable y, en la estructura de cooperación (N; v;F (H)), la de�nición del

F (H)-juego restringido
�
N; vF(H)

�
coincide con la correspondiente al juego

restringido por el hipergrafo de comunicación (N; rvH) ya que, para toda coali-

ción S � N , CF(H) (S) = S=H.
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Considérese ahora A 2 2H. Por de�nición,

rvN (A) = rvA (N) =
X

M2N=A

v(M):

En el sistema [-estable construido anteriormente, (N;F (H)), sea

F 0 = fF 2 F (H) : F �M para algún M 2 N=Ag:

Es inmediato probar que (N;F 0) es un sistema [-estable y, por tanto, puede

considerarse la base B0 de F 0.

La base B0 está contenida en la base B del sistema [-estable (N;F (H)).

En efecto, si ello no fuese cierto existiría un elemento B 2 B0 que no pertenece

a la base B, lo que signi�ca, por de�nición de base que

9S; T 2 F (H) , S; T 6= B con S \ T 6= ; y S [ T = B:

Como B 2 B0 � F 0, resulta que S; T 2 F 0 y, por tanto, B =2 B0 en contra de

lo supuesto.

Se prueba que vC (C 0) = rvN (A), estando constituidos C y C 0 por los so-

portes con cardinal mayor o igual que dos pertenecientes a F (H) y F 0 res-

pectivamente.

Obviamente C 0 � C y se tiene que

B0 = F 0 y CF 0 (N) = fM :M 2 N=Ag.

Además, las De�niciones 2.10 y 4.1 así como el hecho de ser el juego (N; v)

cero-normalizado implican que

vC (C 0) = vC
0
(N) = vB

0
(N) = vF

0

(N) =
X

M2CF0 (N)

v(M) = rvN (A) :

La demostración del recíproco es inmediata. 2

A la vista de las de�niciones introducidas referentes a las situaciones

de comunicación en hipergrafos y del resultado anterior, puede a�rmarse que
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éstas dan lugar a estructuras de cooperación estables para la unión, siendo las

coaliciones factibles los denominados conjuntos de interacción de la coalición

N . Ahora bien, dada una estructura de cooperación estable para la unión,

unitaria, en general, existen varias situaciones de comunicación en hipergrafos

cuyos conjuntos de interacción de la coalición N coinciden con las coaliciones

factibles del sistema [-estable unitario (obviamente, una de las situaciones

de comunicación en hipergrafos será aquélla cuyo conjunto de conferencias

H está constituido por los soportes no unitarios de la base).

En el siguiente ejemplo se pone de mani�esto que el valor de posición

generalizado de�nido por van den Nouweland, Borm y Tijs en Allocation

rules for hypergraph communication situations y el de�nido, en este capítulo,

para estructuras de cooperación [-estables son diferentes.

Previamente, se recuerda que si (N; v;H) es una situación de comuni-

cación en hipergrafos, el valor de posición [58] � (N; v;H) es de�nido, para

i 2 N , como

�i (N; v;H) =
X
H2Hi

1

jHj
�H (H; rvN) ,

donde Hi = fH 2 H : i 2 Hg.

Ejemplo 4.24 Sea N = f1; 2; 3; 4; 5g y v : 2N �! R tal que v(S) = jSj � 1,

para cada coalición S no vacía. Considérese el hipergrafo

H = ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ;

en el que los conjuntos de interacción, para la coalición N , son

ff1g ; f2g ; f3g ; f4g ; f5g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg :

El juego de conferencias asociado (H; rvN) viene dado por los siguientes valo-
res de su función característica:
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A � H
Conjuntos de interacción

de N en (N; v;A)
N=A rv

N
(A)

; ; ; 0

ff1; 2gg ff1; 2gg ff1; 2gg 1

ff2; 3gg ff2; 3gg ff2; 3gg 1

ff1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff4; 5gg ff4; 5gg ff4; 5gg 1

ff1; 2g ; f2; 3gg ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff1; 2g ; f1; 2; 3gg ff1; 2g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff1; 2g ; f4; 5gg ff1; 2g ; f4; 5gg ff1; 2g ; f4; 5gg 2

ff2; 3g ; f1; 2; 3gg ff2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff2; 3g ; f4; 5gg ff2; 3g ; f4; 5gg ff2; 3g ; f4; 5gg 2

ff1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2; 3g ; f4; 5gg 3

ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff1; 2g ; f2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2; 3g ; f4; 5gg 3

ff1; 2g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2; 3g ; f4; 5gg 3

ff2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ff2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2; 3g ; f4; 5gg 3

H ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg ff1; 2; 3g ; f4; 5gg 3

(En los conjuntos de interacción y en N=A, no aparecen los conjuntos

unitarios ya que el juego es cero-normalizado).

El valor de Shapley asociado al juego de conferencias viene determinado

por

�f1;2g (H; r
v
N) = �f2;3g (H; r

v
N) =

1

2
;

�f1;2;3g (H; r
v
N) = �f4;5g (H; r

v
N) = 1;

y, por tanto, el valor de posición es � (N; v;H) =

�
7

12
;
10

12
;
7

12
;
1

2
;
1

2

�
:

Por otro lado, sea la estructura de cooperación [-estable (N; v;F (H)).

Entonces, el conjunto de coaliciones factibles es

ff1g ; f2g ; f3g ; f4g ; f5g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3g ; f4; 5gg



4.3. El valor de posición en hipergrafos y sistemas [-estables 167

y, de aquí, su base es

B = ff1g ; f2g ; f3g ; f4g ; f5g ; f1; 2g ; f2; 3g ; f4; 5gg ;

de donde

C = ff1; 2g ; f2; 3g ; f4; 5gg :

El juego de conferencias
�
C; vC

�
viene dado en la siguiente tabla:

A � C A CA (N) vC (A)

; ; ; 0

ff1; 2gg ff1; 2gg ff1; 2gg 1

ff2; 3gg ff2; 3gg ff2; 3gg 1

ff4; 5gg ff4; 5gg ff4; 5gg 1

ff1; 2g ; f2; 3gg ff1; 2g ; f2; 3g ; f1; 2; 3gg ff1; 2; 3gg 2

ff1; 2g ; f4; 5gg ff1; 2g ; f4; 5gg ff1; 2g ; f4; 5gg 2

ff2; 3g ; f4; 5gg ff2; 3g ; f4; 5gg ff2; 3g ; f4; 5gg 2

C F n ffig : i 2 Ng ff1; 2; 3g ; f4; 5gg 3

El valor de Shapley, para cada soporte no unitario, es

�f1;2g

�
C; vC

�
= �f2;3g

�
C; vC

�
= �f4;5g

�
C; vC

�
= 1

y, en consecuencia, el valor de posición resulta ser

� (N; v;F) =

�
1

2
; 1;

1

2
;
1

2
;
1

2

�
:

Nótese que la situación de comunicación en hipergrafos del ejemplo an-

terior se corresponde con una situación de comunicación en grafos y, en este

caso, los valores de posición derivados de ambas situaciones de comunicación

no serían los mismos.

Sin embargo, si se considera el valor de posición de�nido sobre la es-

tructura de cooperación [-estable (N; v;F (H)) y el correspondiente a la
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situación de comunicación en grafos, la coincidencia sería completa. (No

puede olvidarse que los hipergrafos son sistemas de conjuntos concebidos

como una extensión natural de los grafos, [25, pág. 383]).

En general, no da igual considerar el valor de posición generalizado sobre

cualquier situación de comunicación en hipergrafos ya que, en muchos casos,

es mejor aquélla cuyo hipergrafo está formado por el conjunto de soportes

no unitarios que se deriva del sistema de coaliciones factibles o conjuntos de

interacción a que da lugar; esto es, si (N; v;H) y (N; v;H0) son situaciones de

comunicación en hipergrafos en las que existe C 2 H tal que C = A[B, con

A;B 2 H, A;B 6= C, A\B 6= ;, y H0 = HnfCg, se razonará cómo a alguna

coalición de jugadores le interesará más la determinación del valor de posición

generalizado en la situación de comunicación en hipergrafos (N; v;H0).

En efecto, en primer lugar, es inmediato que los conjuntos de interacción

de N o los sistemas de coaliciones factibles [-estables generados por ambos

hipergrafos son el mismo y, por tanto, en las situaciones de comunicación

(N; v;H) y (N; v;H0), los juegos de conferencias asociados

vH : 2H �! R, vH
0

: 2H
0

�! R,

están estrechamente relacionados al ser

vH jH0 = vH
0

y vH (H) = vH
0

(H0) :

Ahora, considérese �A

�
H; vH

�
y �A

�
H0; vH

0�
. Se probará que, si el juego

sobre las conferencias es monótono, entonces �A

�
H; vH

�
< �A

�
H0; vH

0�
.

Para ello, de una parte,

�A

�
H; vH

�
=

X
fS�H:A=2Sg


 (S)
�
vH (S [ fAg)� vH (S)

�
=

X
fS�H:A=2S,C2Sg


 (S)
�
vH (S [ fAg)� vH (S)

�
+

X
fS�H:A=2S,C =2Sg


 (S)
�
vH (S [ fAg)� vH (S)

�
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=
X

fS�H:A=2S,C=2Sg


 (S)
�
vH (S [ fAg)� vH (S)

�
;

ya que vH (S [ fAg)� vH (S) = 0 por ser C = A [ B 2 S.

Por otra parte,

�A

�
H0; vH

0
�

=
X

fS�H0:A=2Sg


0 (S)
h
vH

0

(S [ fAg)� vH
0

(S)
i

=
X

fS�H:A=2S,C=2Sg


0 (S)
�
vH (S [ fAg)� vH (S)

�
;

ya que H0 = HnfCg. Además, llamando jSj = s, jHj = h, jH0j = h0 = h� 1

y recordando que 0 � s � h� 2 (si s = h� 1, entonces jS [ fAgj = h con lo

que S [ fAg = H y C 2 S ya que A 6= C), resulta ser


 (S) =
s!(h� s� 1)!

h!
; 
0 (S) =

s!(h� s� 2)!

(h� 1)!
;

y, de ahí

0 (S)


 (S)
=

h

h� s� 1
> 1 =) 
0 (S) > 
 (S) :

Luego, �A

�
H; vH

�
< �A

�
H0; vH

0�
y, por analogía, se puede deducir que

�B

�
H; vH

�
< �B

�
H0; vH

0�
.

De los razonamientos anteriores se deduce, inicialmente, que los jugadores

pertenecientes a las conferencias A y B tendrán una expectativa razonable

de aumento en su valor de posición y pensarán en un incremento (al pasar

de la situación (N; v;H) a (N; v;H0)),

1

jAj

h
�A

�
H0; vH

0
�
� �A

�
H; vH

�i
;

1

jBj

h
�B

�
H0; vH

0
�
� �B

�
H; vH

�i
:

Además, el cálculo del valor de Shapley correspondiente a la conferencia

C = A [ B no se realizará en la situación de comunicación en hipergrafos

(N; v;H0) y, se veri�ca que
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X
H2H

�H

�
H; vH

�
=
X
H2H0

�H

�
H0; vH

0
�
= vH (H) = vH

0

(H0) :

Es decir, se reparte lo mismo, con un elemento menos con el que repartir,

con expectativas de crecimiento por parte de los jugadores pertenecientes a las

conferencias A y B y, sabiendo que, si el juego (N; v) es superaditivo y cero-

normalizado, entonces �H

�
H; vH

�
� 0, �H

�
H0; vH

0�
� 0 (ver demostración

en pág. 215). Lógicamente, los jugadores pertenecientes a la intersección de

A y B tendrán una expectativa de aumento doble en su valor de posición.

Por otra parte, por la e�ciencia del valor de posición se tiene que, para

cada coalición factible maximal M de N ,

X
i2M

�i (N; v;H) =
X
i2M

�i (N; v;H
0) = v(M);

y esto hace que los jugadores pertenecientes a diferentes coaliciones factibles

maximales de N y distintas a la de los jugadores de A y B (que evidentemente

pertenecen a la misma coalición factible maximal de N), tengan una situación

semejante y no experimenten ninguna modi�cación en su valor de posición.

Por tanto, se puede a�rmar que los jugadores de A y B tienen una ex-

pectativa razonable de crecimiento de su valor de posición en el cambio de

(N; v;H) a (N; v;H0) y los jugadores pertenecientes a A\B, el doble. Lógi-

camente, este incremento esperado será a costa de elementos pertenecientes

a la misma componente maximal de N en la que estén los elementos A y

B (si estuviesen sólo A y B formando una coalición factible maximal de N ,

habría un bene�cio único para los jugadores de A \ B, en detrimento de los

jugadores de A y B que no estén en la misma) ya que lo que hay que repartir

entre todos los jugadores es lo mismo que había en (N; v;H) y será v(M).

Más aún, puede asegurarse que si
�
H; vH

�
es un juego convexo, forzosamente

�D

�
H; vH

�
� �D

�
H0; vH

0�
para algún elemento D 2 H que forme parte de

la misma coalición factible maximal de N en la que participan A y B, con
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D 6= A, D 6= B. Ello se demuestra con el siguiente razonamiento,

�D

�
H; vH

�
=

X
fS�H:D=2Sg


 (S)
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
=

X
fS�H:D=2S,C2Sg


 (S)
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
+

X
fS�H:D=2S,C =2Sg


 (S)
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
:

�D

�
H0; vH

0
�

=
X

fS�H0:D=2Sg


0 (S)
h
vH

0

(S [ fDg)� vH
0

(S)
i

=
X

fS�H:D=2S,C =2Sg


0 (S)
h
vH

0

(S [ fDg)� vH
0

(S)
i

=
X

fS�H:D=2S,C =2Sg


0 (S)
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
:

Entonces, la diferencia �D

�
H; vH

�
� �D

�
H0; vH

0�
es igual aX

fS�H:D=2S,C2Sg


 (S)
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
+

X
fS�H:D=2S,C =2Sg

[
 (S)� 
0 (S)]
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
=

X
fS�H:D=2S,C2Sg


 (S)
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
�

X
fS�H:D=2S,C =2Sg

[
0 (S)� 
 (S)]
�
vH (S [ fDg)� vH (S)

�
:

Ahora bien, por cada S � H, con D =2 S y C 2 S, existe S 0 = S n fCg.

Obviamente, S 0 � H con D =2 S 0. Si se comparan los sumandos correspon-

dientes, se observa que


 (S) = 
0 (S 0)�
 (S 0) ; vH (S [ fDg)�vH (S) � vH (S 0 [ fDg)�vH (S 0) ;

donde la primera igualdad se sigue, de forma directa, del hecho de ser jSj = s

y jS 0j = s� 1. La desigualdad es debida a que
�
H; vH

�
es un juego convexo.

Por tanto, �D

�
H; vH

�
� �D

�
H0; vH

0�
.
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Obsérvese que, en el razonamiento efectuado, no se hace alusión alguna a

la pertenencia de D a la misma coalición factible maximal que A y B. Como

consecuencia, la conclusión obtenida es válida para cualquier D 2 H, D 6= A,

D 6= B. La igualdad se dará en el caso de conferencias D 2 H que no estén

incluidas en la misma coalición factible maximal de N que las conferencias

A y B.

No obstante, la expectativa de crecimiento en (N; v;H0) para los elemen-

tos de A, de B y de A \ B puede verse descompensada debido a que no les

corresponderá la cuota correspondiente a �A[B

�
H; vH

�
. A pesar de ello,

1.- Todos los jugadores pertenecientes a una misma coalición factible ma-

ximal M de N no pueden perder, ni todos pueden ganar ya que, en

el cambio de (N; v;H) a (N; v;H0), no hay disminución en la ganancia

general v(M).

2.- Si los jugadores de A y B que no están en la intersección ganan, en-

tonces ganarán con más razón los jugadores pertenecientes a A\B. Es

seguro que la ganancia será a costa de los demás elementos de la misma

coalición factible maximal de N en la que están los jugadores de A y

B.

3.- Si los jugadores de A y B que no están en la intersección pierden,

entonces los jugadores que pertenecen a A \ B tienen aún más expec-

tativas de ganar ya que no todos pueden perder y los jugadores de la

misma coalición factible maximal de N que no están en la unión de A y

B no tienen ninguna expectativa razonable de crecimiento en su valor

asociado.

Todo ello conduce a que los jugadores de A, de B y, en especial, los

de la intersección, no aceptarán (N; v;H) en lugar de (N; v;H0) ya que los

bene�cios en las coaliciones factibles maximales de la gran coalición son los

mismos y en (N; v;H0) tienen una posición más ventajosa. Para ello, basta

que los elementos de la intersección se retiren de la conferencia C = A [ B.
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En el siguiente ejemplo se ponen de mani�esto los razonamientos efectua-

dos anteriormente.

Ejemplo 4.25 Considérese el conjunto N = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g de ju-

gadores y las situaciones de comunicación en hipergrafos (N; v;H) y (N; v;H0),

con

H = ff1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9gg;

H0 = ff1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f8; 9gg= H n ff1; 2; 3; 4; 5; 6gg ,

y v : 2N �! R; que viene de�nido por

v(S) =

(
jSj2 si jSj � 2;

0 en otro caso.

En ambos casos, el conjunto de coaliciones factibles o conjuntos de inter-

acción de N es

F = ff1g; f2g; f3g; f4g; f5g; f6g; f7g; f8g; f9g; f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g;

f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g; f1; 2; 3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6; 7g;

f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7gg:

Los juegos de conferencias,
�
H; vH

�
y
�
H0; vH

0�
, se pueden calcular fácilmente

(están tabulados en la página siguiente) y permiten establecer los valores

de Shapley para las distintas conferencias de H y H0, así como los valores

de posición � (N; v;H) y � (N; v;H0). Obsérvese que hay dos coaliciones

factibles maximales de N : f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g y f8; 9g.

(N; v;H) (N; v;H0) �

�f1;2;3;4g 9 58=3 +31=3

�f3;4;5;6g 9 58=3 +31=3

�f3;4;7g 34=3 31=3 �1
P

� = 59=3

�f1;2;3;4;5;6g 59=3 � �

�f8;9g 4 4 0
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(N; v;H) (N; v;H0) �

�1 199=36 174=36 �25=36

�2 199=36 174=36 �25=36

�3 416=36 472=36 56=36

�4 416=36 472=36 56=36

�5 199=36 174=36 �25=36

�6 199=36 174=36 �25=36

�7 136=36 124=36 �12=36

�8 2 2 0

�9 2 2 0
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A � H A � H0 CF (N)? vH(A)

; ; 0

f1; 2; 3; 4g f1; 2; 3; 4g 16

f3; 4; 7g f3; 4; 7g 9

f3; 4; 5; 6g f3; 4; 5; 6g 16

f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g 36

f8; 9g f8; 9g 4

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g f1; 2; 3; 4; 7g 25

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 5; 6g f1; 2; 3; 4; 5; 6g 36

f1; 2; 3; 4g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g 36

f1; 2; 3; 4g; f8; 9g f1; 2; 3; 4g; f8; 9g 20

f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g f3; 4; 5; 6; 7g 25

f3; 4; 7g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g 49

f3; 4; 7g; f8; 9g f3; 4; 7g; f8; 9g 13

f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g 36

f3; 4; 5; 6g; f8; 9g f3; 4; 5; 6g; f8; 9g 20

f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g 40

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g 49

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g 49

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f8; 9g f1; 2; 3; 4; 5; 7g; f8; 9g 29

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g 36

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 5; 6g; f8; 9g f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g 40

f1; 2; 3; 4g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g 40

f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g 49

f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f8; 9g f3; 4; 5; 6; 7g; f8; 9g 29

f3; 4; 7g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g; f8; 9g 53

f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g 40

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g 49

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f8; 9g H0 f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g; f8; 9g 53

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 7g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g; f8; 9g 53

f1; 2; 3; 4g; f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g 40

f3; 4; 7g; f3; 4; 5; 6g; f1; 2; 3; 4; 5; 6g; f8; 9g � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g; f8; 9g 53

H � f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g; f8; 9g 53

A � H A � H0 CF (N)? vH
0

(A)

?: Se han omitido las coaliciones factibles unitarias en CF (N) ya que el juego es cero-normalizado.
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4.4 Otras caracterizaciones axiomáticas del

valor de Myerson

Teniendo en cuenta que tanto el valor de Myerson como el valor de posi-

ción generalizado son reglas de asignación para estructuras de cooperación

[-estables, parece oportuno plantearse si el valor de Myerson generalizado

satisface las propiedades que caracterizan al valor de posición. Éste es el

sentido de la primera parte de esta sección en la que se probará que el valor

de Myerson generalizado satisface la propiedad del soporte super�uo pero no

tiene la propiedad de in�uencia. No obstante, a semejanza de la propiedad

de in�uencia, podrá de�nirse el concepto de regla de asignación anónima

para los jugadores que permitirá una caracterización axiomática del valor de

Myerson generalizado para una clase especial de estructuras de cooperación

[-estables.

En la segunda parte, la introducción de otras propiedades para reglas de

asignación, inspiradas en aquellas que veri�ca el valor de posición genera-

lizado, darán lugar a nuevas caracterizaciones axiomáticas para el valor de

Myerson.

Teorema 4.26 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! R
n satisface

la propiedad del soporte super�uo.

Demostración: Sean (N; v;F) 2 SEN y H 2 C un soporte super�uo. Se

ha de probar que

� (N; v;F) = �
�
N; v;B n fHg

�
:

Para ello, al ser

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)
�
vF(S)� vF(S n fig)

�
;

�i

�
N; v;B n fHg

�
=

X
fS�N : i2Sg


(S)
h
vBnfHg(S)� vBnfHg(S n fig)

i
;
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es su�ciente demostrar que vF(S) = vBnfHg(S), para toda S � N .

En efecto, por un lado,

vF(S) =
X

T2CF (S)

v(T ) =
X

T2CFS (N)

v(T );

ya que CF(S) = CFS(N) por la Proposición 3.16.

Si BS es la base de FS y CS = fC 2 C : C � Sg, se tiene entonces que

CS � C y, además,

vC (CS) = vCS(N) = vFS (N) = vF (S)

puesto que (N; v) es cero-normalizado.

Por otro lado, utilizando un razonamiento análogo,

vBnfHg(S) =
X

T2C
BnfHg

(S)

v(T ) =
X

T2CF0
S
(N)

v(T );

ya que CBnfHg(S) = CF 0
S
(N) con F 0

S =
n
F 2 B n fHg : F � S

o
:

Si B0S es la base de F 0
S se tiene que B0S = BS n fHg, C 0S � C y

vC (C 0S) = vC
0
S(N) = vF

0
S (N) = vBnfHg (S) :

El hecho de ser B0S = BS n fHg y que H 2 C sea un soporte super�uo,

implica, �nalmente, que

vF (S) = vC (CS) = vC (CS n fHg) = vC (C 0S) = vBnfHg (S) :

2

En el siguiente ejemplo se pone de mani�esto que el valor de Myerson

generalizado no veri�ca la propiedad de in�uencia.
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Ejemplo 4.27 Considérese la estructura de cooperación estable para la unión

dada en el Ejemplo 3.26. En ella, el valor de Myerson generalizado venía

dado por

� (N; v;F) =

�
5

12
;
13

12
;
13

12
;
5

12

�
;

y, en el Ejemplo 4.15, se comprobó que dicha estructura de cooperación [-

estable es una terna anónima para los soportes en la que el vector de in�uen-

cias es

I (N; v;F) =

�
1

3
;
2

3
;
2

3
;
1

3

�
:

Es inmediato que el valor de Myerson generalizado no satisface la propiedad

de in�uencia ya que debería existir � 2 R tal que

�
5

12
;
13

12
;
13

12
;
5

12

�
= �

�
1

3
;
2

3
;
2

3
;
1

3

�
;

lo cual es imposible.

Sin embargo, tal como se ha indicado en la introducción a esta sección,

puede de�nirse, para reglas de asignación, una propiedad análoga a la de

in�uencia que permitirá una caracterización axiomática del valor de Myerson

en el conjunto SEIN .

De�nición 4.28 Una terna (N; v;F) 2 SEN se denomina anónima para

los jugadores si existe una función f : f0; 1; : : : ; jDjg �! R tal que

vF(S) = f (jS \Dj)

para todo S 2 2N , donde D = fi 2 N : jCij > 0g :
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De�nición 4.29 Una regla de asignación 
 : SEN �! R
n es anónima

para los jugadores si, para toda estructura de cooperación (N; v;F) 2 SEN

anónima para los jugadores y para todo i 2 N; existe � 2 R tal que


i (N; v;F) =

(
� si i 2 D;

0 en otro caso.

Proposición 4.30 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! Rn sa-

tisface la propiedad de ser anónima para los jugadores.

Demostración: Sea (N; v;F) 2 SEN anónima para los jugadores y sea

D = fi 2 N : jCij > 0g.

Si D = ;, entonces vF(S) = f (jS \ ;j) = f (j;j) = f (0), para toda

S � N . Tomando S = ;, vF(;) = 0 = f (0) y, para todo i 2 N , se tiene que

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)
�
vF(S)� vF(S n fig)

�
= 0:

Supóngase, D 6= ;. Si i =2 D, obviamente S \ D = (Sn fig) \ D y, por

tanto,

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)
�
vF(S)� vF(S n fig)

�
=

X
fS�N : i2Sg


(S) [f(jS \Dj)� f (j(S n fig) \Dj)]

=
X

fS�N : i2Sg


(S) 0 = 0:

Por otro lado, si i; j 2 D; entonces el axioma de simetría para el valor de

Shapley indica, en este caso, que

�i (N; v;F) = �j (N; v;F) ;
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y de ahí,

f (jDj) =
X
i2D

�i (N; v;F) = jDj �i (N; v;F) ;

por tanto �i (N; v;F) =
f (jDj)

jDj
, para todo i 2 D.

En consecuencia, se tiene

�i (N; v;F) =

8<
:

f (jDj)

jDj
si i 2 D;

0 en otro caso.

2

La propiedad anterior, junto con las propiedades de aditividad y del so-

porte super�uo, caracteriza axiomáticamente al valor de Myerson genera-

lizado dentro de una clase especial de sistemas estables para la unión: el

conjunto SEIN , cuya de�nición fue establecida en la segunda sección de este

capítulo.

Teorema 4.31 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! Rn es la

única regla de asignación en SEIN que veri�ca las propiedades de aditividad,

soporte super�uo y anónima para los jugadores.

Demostración: A través de los resultados anteriores se ha puesto de mani-

�esto que el valor de Myerson veri�ca todas las propiedades indicadas. Por

tanto, sólo queda demostrar la unicidad.

Sea, entonces, 
 : SEIN �! Rn otra regla de asignación que veri�ca

dichas propiedades. Habrá que demostrar que


 (N; v;F) = � (N; v;F) :

Como (N; v) es cero-normalizado

v =
X

fT :jT j�2g

�TuT ;
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y, al ser tanto � como 
 reglas de asignación aditivas, es su�ciente demostrar

que, para todo T � N con jT j � 2; se veri�ca que


 (N;�uT ;F) = � (N;�uT ;F) con � 2 R.

Para probar esta última igualdad, �jada T � N con jT j � 2, se consideran

dos casos:

1. Existe una coalición S 2 F tal que T � S:

2. No existe ninguna coalición S 2 F tal que T � S:

Se comienza probando la igualdad en el caso 2. Se tiene que, para todo

H � N;

(�uT )
F (H) =

8<
:

P
L2CF (H)

(�uT ) (L) si CF(H) 6= ;,

0 en otro caso.

y, debe ser uT (L) = 0, para toda L 2 CF(H), ya que si existe L 2 F tal que

uT (L) = 1, tiene que ser T � L lo cual está en contradicción con lo supuesto.

De ahí, (�uT )
F = � y, por consiguiente, �i (N;�uT ;F) = 0, para cada i 2 N .

Por otro lado, si (�uT )
F = �, la terna (N;�uT ;F) es anónima para los

jugadores, pues existe f : f0; 1; : : : ; jDjg �! R, f (0) = � � � = f (jDj) = 0,

tal que (�uT )
F (H) = f (jH \Dj) = 0, para todo H � N . Por tanto, existe

� 2 R tal que


i (N;�uT ;F) =

(
� si i 2 D;

0 en otro caso,

para cada i 2 N . Aplicando la e�ciencia,X
i2N


i (N;�uT ;F) = jDj � = (�uT )
F (N) = 0,

y, bajo el supuesto que D 6= ;, resulta ser � = 0. Entonces,


 (N;�uT ;F) = � (N;�uT ;F) = 0:
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Si D = ;, entonces para cada i 2 N , sólo pueden darse dos posibilidades.

Si fig =2 F , entonces i =2
S
M2CF (N)M y 
i (N;�uT ;F) = 0, por de�nición. Si

fig 2 F , entonces fig 2 CF(N) y, aplicando la e�ciencia en las componentes,


i (N;�uT ;F) = (�uT )
F (fig) = 0;

ya que jT j � 2: Así, 
i (N;�uT ;F) = 0, para todo i 2 N .

Se prueba ahora la igualdad en el caso 1. Sea el conjunto fF 2 F : T � Fg,

que es no vacío ya que existe S 2 F tal que T � S; y considérese

T =
\
fF 2 F : T � Fg :

El conjunto T es no vacío y, además, es el menor conjunto factible que

contiene a T . De aquí,

(�uT )
F (H) = �uT (H) =

(
� si T � H,

0 en otro caso.

Por tanto,

�i (N;�uT ;F) =

8<
:

���T �� si i 2 T ,

0 en otro caso.

Por otro lado, el juego de conferencias asociado a �uT será,

(�uT )
C : 2C �! R; (�uT )

C (A) =

(
� si T 2 A;

0 en otro caso,

puesto que,

(�uT )
C (A) =

X
M2CA(N)

(�uT ) (M) =
X

M2CA(N)

�uT (M) = �

si y sólo si uT (M) = 1, para alguna M 2 CA(N).

Ahora bien,

uT (M) = 1() T �M , con M 2 A � F ,
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y al ser T 2 F el menor conjunto factible que contiene a T; se tiene

uT (M) = 1() T � T �M , con M 2 A � F .

Por otro lado, como T =
S
k2K Bk, con Bk 2 C; para todo k 2 K, resulta

T �M; M 2 A � F () fBkgk2K � A,

ya que la expresión de cada coalición factible no unitaria como unión de

soportes no unitarios es única. Queda entonces

(�uT )
C (A) =

(
� si fBkgk2K � A,

0 en otro caso.

Obsérvese que todos los soportes B 2 C tales que B =2 fBkgk2K, son

super�uos para el juego de conferencias. Por tanto, si se aplica sucesivamente

la propiedad del soporte super�uo para la regla de asignación 
, resulta


 (N;�uT ;F) = � � � = 
 (N;�uT ;F
0) ,

donde F 0 =
�
fBkgk2K

�
[ (ffjg : fjg 2 Fg) :

Como (�uT )
F 0 = �uT , entonces �uT (S) = �uT

�
S \ T

�
; para cualquier

S � N; y puesto que T \ S � T ,

�uT (S) = �uT
�
S \ T

�
=

(
� si S \ T = T ;

0 en otro caso.

Por tanto, el juego (�uT )
F 0 es anónimo para los jugadores ya que

D = fi 2 N : jCij > 0g = T :

y f(0) = � � � = f (jDj � 1) = 0, f (jDj) = �.

Al ser 
; por hipótesis, anónima para los jugadores, se tiene que, para

todo i 2 N , existe � 2 R tal que


i (N;�uT ;F
0) =

(
� si i 2 T ;

0 en otro caso.
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Teniendo en cuenta ahora la e�ciencia

X
i2N


i (N;�uT ;F
0) =

��T �� � = �,

de donde � =
���T �� . Por tanto, para cada i 2 N ,


i (N;�uT ;F
0) =

8<
:

���T �� si i 2 T ;

0 en otro caso.

2

Finalmente, se obtienen otras dos caracterizaciones axiomáticas del valor

de Myerson generalizado en sistemas estables para la unión, que generali-

zan las establecidas por van den Nouweland (1993) [59] en situaciones de

comunicación.

De�nición 4.32 Sea una estructura de cooperación (N; v;F) 2 SEN . El

jugador i 2 N es super�uo para (N; v;F) si veri�ca

vF(S) = vF (Sn fig) ; para todo S � N .

De�nición 4.33 Una regla de asignación 
 : SEN �! R
n tiene la propiedad

del jugador super�uo si, para cualquier jugador super�uo i 2 N con respecto

a (N; v;F), se tiene que


 (N; v;F) = 

�
N; v;FNnfig

�
:

Proposición 4.34 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! Rn sa-

tisface la propiedad del jugador super�uo.
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Demostración: Sea i 2 N un jugador super�uo para (N; v;F). Se ha de

probar que

� (N; v;F) = �
�
N; v;FNnfig

�
.

Obviamente, para el jugador i, es inmediato que

�i
�
N; v;FNnfig

�
= 0, ya que i =2

[
M2CFNnfig(N)

M:

Por otro lado,

�i (N; v;F) =
X

fS�N : i2Sg


(S)
�
vF(S)� vF(Sn fig)

�
= 0;

porque i es un jugador super�uo.

Para k 2 N , k 6= i y, teniendo en cuenta que

�k (N; v;F) =
X

fS�N :k2Sg


(S)
�
vF(S)� vF(Sn fkg)

�
,

�k
�
N; v;FNnfig

�
=

X
fS�N :k2Sg


(S)
�
vFNnfig(S)� vFNnfig(Sn fkg)

�
,

es su�ciente, para demostrar que ambos valores coinciden, probar que

vF(S) = vFNnfig(S); para todo S � N .

En efecto,

vF(S) = vF (S n fig) =
X

T2CF (Snfig)

v (T ) , vFNnfig(S) =
X

T2CFNnfig(S)

v (T ) ,

y como, por la Proposición 3.18, se veri�ca que CF (Sn fig) = CFNnfig (S), se

tiene que, para todo S � N , vF(S) = vFNnfig(S). 2

Con el propósito de establecer la primera de las caracterizaciones del valor

Myerson, se expone previamente el siguiente resultado.

Lema 4.35 Sea 
 : SEN �! R
n una regla de asignación aditiva.
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(a) Si 
 satisface la propiedad del jugador super�uo, entonces


 (N; v;F) = 

�
N; vF ;F

�
, para todo (N; v;F) 2 SEN .

(b) Si 
 satisface la propiedad de ser anónima para los jugadores, entonces


 (N; v;F) = 

�
N; vF ;F

�
, para todo (N; v;F) 2 SEN .

Demostración: (a) Por la aditividad de 
, es su�ciente probar que, para

todo (N; v;F) 2 SEN , se veri�ca 

�
N; v � vF ;F

�
= 0. En efecto, para

cualquier S � N ,

�
v � vF

�F
(S) =

X
T2CF (S)

�
v � vF

�
(T ) =

X
T2CF (S)

�
v (T )� vF (T )

�
= 0:

Ello indica que todos los jugadores son super�uos para cualquier terna�
N; v � vF ;F

�
, ya que, para todo i 2 N y cualquier S � N;

�
v � vF

�F
(S) =

�
v � vF

�F
(Sn fig) = 0.

Por tanto, si se toman todos los jugadores pertenecientes a una misma

componente maximal M 2 CF(N)



�
N; v � vF ;F

�
= 


�
N; v � vF ;FNnfig

�
= � � � = 


�
N; v � vF ;FNnM

�
;

y, para todo i 2M;


i
�
N; v � vF ;F

�
= 
i

�
N; v � vF ;FNnM

�
= 0;

ya que i =2
S
H2CFNnM (N)H. Procediendo de forma análoga con todas las

componentes maximales de N , es inmediato que


i
�
N; v � vF ;F

�
= 0, para todo i 2 N .

(b) Si se considera el razonamiento inicial del apartado (a),
�
N; v � vF ;F

�
es

anónima para los jugadores al ser
�
v � vF

�F
(S) = 0, para toda S � N . En
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efecto, sea f : f0; 1; : : : ; jDjg �! R tal que f(k) = 0, con k = 0; 1; : : : ; jDj.

Entonces,

�
v � vF

�F
(S) = f (jS \Dj) = 0, para todo S � N .

Por tanto, existe � 2 R tal que


i
�
N; v � vF ;F

�
=

(
� si i 2 D,

0 en otro caso,

para cada i 2 N . Si se considera cualquier M 2 CF(N) tal que jM j > 1 y se

aplica el hecho de que 
 es una regla de asignación y, por tanto, es e�ciente

en las F -componentes de N , resulta

X
i2M


i
�
N; v � vF ;F

�
= � jM j =

�
v � vF

�
(M) = 0,

lo que implica que � = 0. Así, 
i
�
N; v � vF ;F

�
= 0, para todo i 2 N . 2

Teorema 4.36 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! R
n es la

única regla de asignación que satisface las propiedades de aditividad, jugador

super�uo y anónima para los jugadores.

Demostración: De los resultados anteriores se desprende que el valor de

Myerson cumple las propiedades indicadas. Por tanto, sólo falta probar la

unicidad. Para ello, supóngase que 
 es una regla de asignación en SEN que

satisface las propiedades de aditividad, jugador super�uo y anónima para

los jugadores. Habrá que demostrar que, para cualquier terna (N; v;F), se

veri�ca


 (N; v;F) = � (N; v;F) .

En principio, por el Lema 4.35

� (N; v;F) = �
�
N; vF ;F

�
, 
 (N; v;F) = 


�
N; vF ;F

�
,



188 Capítulo 4. El valor de posición generalizado

y, teniendo en cuenta que fuS : S 2 F , S 6= ;g constituye una base para los

F -juegos restringidos [9],

vF =
X

fS2F :S 6=;g

�SuS:

Aplicando la adititividad se tiene,

� (N; v;F) =
X

fS2F :S 6=;g

� (N;�SuS;F) ,


 (N; v;F) =
X

fS2F :S 6=;g


 (N;�SuS;F) .

Por tanto, es su�ciente probar que, para todo S 2 F , S 6= ; y � 2 R


 (N;�uS;F) = � (N;�uS;F) .

Si i 2 NnS, entonces, para toda coalición T � N , se tiene que

�uS (T ) = � () S � T () S � Tn fig () �uS (Tn fig) = �;

con lo que cualquier jugador que no pertenezca a S es super�uo, y así

� (N;�uS;F) = �
�
N;�uS;FNn(NnS)

�
= � (N;�uS;FS) ,


 (N;�uS;F) = 

�
N;�uS;FNn(NnS)

�
= 
 (N;�uS;FS) .

Se probará, entonces que


 (N;�uS;FS) = � (N;�uS;FS) , para S 2 F , S 6= ;.

Para ello, se distinguen dos casos: jSj = 1 y jSj > 1.

Si jSj = 1, entonces S = fig, FS = ffigg y CFS(N) = ffigg. Al ser � y


 reglas de asignación resulta que, para todo j 2 N con j 6= i; se tiene que

j =2
S
M2CFS (N)M y, por tanto,

�j (N;�uS;FS) = 
j (N;�uS;FS) = 0,

�i (N;�uS;FS) = 
i (N;�uS;FS) = �uS (fig) = �.
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Considérese, ahora, S 2 F , con jSj > 1. En primer lugar, para todo

T � N se tiene que

(�uS)
FS (T ) =

X
R2CFS (T )

�uS(R) = �() 9R 2 FS tal que S � R � T .

Ahora bien, R 2 FS implica que R � S. Luego R = S y

(�uS)
FS (T ) = �() S � T:

Por tanto, (�uS)
FS = �uS. Por otro lado, S 2 FS lo cual implica que

D = fi 2 N : jCSij > 0g = S y la terna (N;�uS;FS) es anónima para los

jugadores ya que

(�uS)
FS (T ) = �uS(T ) = �() S � T () S \ T = S,

de donde se deduce que existe una función f : f0; 1; : : : ; jSjg �! R tal que

(�uS)
FS (T ) = f (jS \ T j) , para todo T � N ,

siendo f(0) = � � � = f (jSj � 1) = 0, f (jSj) = �. De aquí, la existencia de

� 2 R tal que


i (N;�uS;FS) =

(
� si i 2 S,

0 en otro caso,

para cada i 2 N y, para el valor de Myerson generalizado

�i (N;�uS;FS) =

8<
:

�

jSj
si i 2 S,

0 en otro caso,

para todo i 2 N . Aplicando que CFS(N) = fSg y que �; 
 son reglas de

asignación y, por tanto, e�cientes para las FS-componentes de N se tieneX
i2S


i (N;�uS;FS) = � = jSj�,

y � =
�

jSj
. Ello implica que 
 (N;�uS;FS) = � (N;�uS;FS), para todo

S 2 F , S 6= ;. 2
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La propiedad de regla de asignación anónima para los jugadores fue in-

troducida debido a que el valor de Myerson generalizado no satisfacía la

propiedad de in�uencia. Sin embargo, en el Teorema 4.31 se estableció que

las propiedades de aditividad, del soporte super�uo y anónima para los ju-

gadores sólo caracterizaban, de forma única, al valor de Myerson generalizado

dentro de una clase especí�ca de estructuras de cooperación [-estables. La

sustitución de la propiedad del soporte super�uo por la del jugador super�uo

permitía demostrar, en el Teorema 4.36, que las propiedades de aditividad,

jugador super�uo y anónima para los jugadores sí caracterizan de forma

única al valor de Myerson generalizado en el conjunto de las estructuras de

cooperación [-estables.

El propósito de la última parte de esta sección es introducir una variación

en la propiedad del soporte super�uo para obtener con ella otra caracteri-

zación axiomática.

De�nición 4.37 Una regla de asignación 
 : SEN �! R
n satisface la

propiedad fuerte del soporte super�uo si, para toda terna (N; v;F) 2 SEN y,

para todo soporte no unitario H tal que

vF(S) = vBnfHg (S) , para toda S � N ,

se veri�ca


 (N; v;F) = 

�
N; v;Bn fHg

�
:

Como consecuencia directa de la demostración del Teorema 4.26, nótese

que si H es un soporte no unitario super�uo, entonces vF(S) = vBnfHg (S)

y, por tanto, si una regla de asignación 
 satisface la propiedad fuerte del

soporte super�uo, se veri�ca, para H; que 
 (N; v;F) = 

�
N; v;Bn fHg

�
.

Ahora bien, si un soporte no unitario H veri�ca que vF(S) = vBnfHg (S),

para toda S � N , éste no es siempre un soporte super�uo.
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Teorema 4.38 El valor de Myerson generalizado � : SEN �! R
n es la

única regla de asignación que satisface las propiedades de aditividad, fuerte

del soporte super�uo y anónima para los jugadores.

Demostración: Es inmediato, aplicando la de�nición, que el valor de Myer-

son veri�ca la propiedad fuerte del soporte super�uo. Por tanto, sólo queda

probar la unicidad. Para ello, se probará que cualquier regla de asignación 


en SEN que satisfaga la propiedad fuerte del soporte super�uo, veri�ca tam-

bién la propiedad del jugador super�uo. Así, se estará bajo las condiciones

del teorema anterior y, de ahí, se deducirá su unicidad.

Sea i 2 N un jugador super�uo para (N; v;F); es decir,

vF(S) = vF(Sn fig), para todo S � N .

Se ha de probar que


 (N; v;F) = 

�
N; v;FNnfig

�
:

Ahora bien, FNnfig = BnBi donde Bi = fB 2 B : i 2 Bg. En efecto, si

F 2 FNnfig, entonces F 2 F y, por tanto, F =
S
k2K Bk, con Bk 2 B.

Además, Bk =2 Bi, para todo k 2 K ya que si ello fuera cierto para algún

k, entonces i 2 Bk y, de ahí i 2 F lo cual es absurdo. Por otra parte, si

F 2 BnBi entonces F 2 F y i =2 F , con lo cual F 2 FNnfig.

Puesto que 
 es una regla de asignación anónima para los jugadores re-

sulta que, aplicando el Lema 4.35, se tiene


 (N; v;F) = 

�
N; vF ;F

�
.

Por la Proposición 3.18 se tiene que CF (Sn fig) = CFNnfig (S), para todo

S � N . De ahí, ya que i 2 N es un jugador super�uo, para todo S � N

vF(S) = vF(Sn fig) =
X

T2CF (Snfig)

v(T ) =
X

T2CFNnfig(S)

v(T ) = vFNnfig(S).
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Entonces,


 (N; v;F) = 

�
N; vF ;F

�
= 


�
N; vFNnfig;F

�
.

Como FNnfig = BnBi y vF = vFNnfig , ello signi�ca que cualquier soporte

B 2 Bi no tiene in�uencia en el juego restringido, ya que para todo S � N ,

se veri�ca

vF(S) = vFNnfig(S) = vBnBinfBg(S),

al ser BnBi = BnBin fBg.

Por tanto, aplicando reiteradamente la propiedad fuerte del soporte su-

per�uo, para todo B 2 Bi, se tiene


 (N; v;F) = 

�
N; vFNnfig ;F

�
= 


�
N; vFNnfig ;FNnfig

�
= 


�
N; v;FNnfig

�
.

Lo anterior demuestra que 
 es una regla de asignación que veri�ca la

propiedad del jugador super�uo y, por tanto


 (N; v;F) = � (N; v;F) , para todo (N; v;F) 2 SEN .

2

4.5 Cálculo del valor de posición generalizado

Al igual que ocurría para el valor de Myerson generalizado, uno de los princi-

pales inconvenientes del valor de posición generalizado radica en su cómputo

efectivo. De ahí, que se busquen algunos procedimientos que simpli�quen,

en lo posible, su cálculo.

Siguiendo una línea de trabajo análoga a la del capítulo anterior, en

esta sección se indican dos posibles direcciones en el cálculo del valor de

posición. En primer lugar, y puesto que los dividendos son decisivos en

la determinación del valor de Shapley, se estudian éstos y algunas de las
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condiciones que dan lugar a expresiones sencillas de cómputo. Ello implica

hacer un cálculo de los dividendos del juego de conferencias
�
C; vC

�
. Por

otro lado, y teniendo en cuenta que es posible que la coalición N no sea una

coalición factible, se demuestra que puede realizarse el cálculo del valor de

posición generalizado mediante una restricción a la coalición factible maximal

de N a la que pertenezca cada jugador.

4.5.1 Cálculo mediante los dividendos

Teniendo en cuenta las consideraciones realizadas en la última sección del

capítulo anterior, es importante determinar, si es posible, el valor de los

dividendos del juego de conferencias
�
C; vC

�
en función de los dividendos del

juego (N; v) ya que

�i (N; v;F) =
X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�
=
X
C2Ci

1

jCj

2
4 X
fA�C:C2Ag

4vC (A)

jAj

3
5 ;

y los dividendos del juego de conferencias vienen dados por

4vC (A) =
X
T �A

(�1)jAj�jT jvC (T ) .

De ahí, que se trate de encontrar una relación de los dividendos del juego de

conferencias
�
C; vC

�
en función de los del juego (N; v).

Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la unión. Con-

sidérese el correspondiente juego de conferencias asociado. Entonces, se

puede escribir,

vC =
X

fH�C:H6=;g

4vC (H) uH,

donde (C; uH) es el juego de unanimidad de�nido por

uH : 2C �! R, uH (A) =

(
1 si H � A,

0 en otro caso.



194 Capítulo 4. El valor de posición generalizado

Obviamente, para cualquier colección de soportes A � C,

vC (A) =
X
H�C

4vC (H) uH (A) =
X
H�A

4vC (H) :

Además, teniendo en cuenta que (C;�) es un conjunto �nito parcialmente

ordenado, en el que se pueden considerar las funciones,

4vC ; v
C : 2C �! R, con 4vC (;) = 0;

resulta que, aplicando la fórmula de inversión de Möbius

vC (A) =
X
H�A

4vC (H)()4vC (A) =
X
H�A

� (H;A) vC (H) :

En el siguiente resultado se pone de mani�esto que �en determinadas

estructuras de cooperación estables para la unión� los dividendos del juego

vC pueden expresarse en función de los dividendos del juego v. Para ello, en

lo que sigue, si S 2 F , se denotará por S al conjunto constituido por todos

aquellos soportes no unitarios cuya unión da lugar a la coalición factible S y

si S =2 F , denotaremos por S al conjunto de todos los soportes no unitarios

correspondientes a S.

Teorema 4.39 Sea la terna (N; v;F) 2 SEIN . Entonces

4vC (A) =
X

S2V (A)

4v (S) ; 8A � C, A 6= ;,

siendo V (A) =
�
S 2 2N n f;g : S 6= ;; S = A

	
:

Demostración: Sea A � C, A 6= ;. Según el razonamiento anterior

4vC (A) =
X
H�A

� (H;A) vC (H) ;

y, por de�nición del juego vC, se puede escribir

4vC (A) =
X
H�A

� (H;A)
X

H2CH(N)

v(H):
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Por otro lado, se tiene que

v(H) =
X
S�H

4v (S)

y, por tanto,

4vC (A) =
X
H�A

� (H;A)
X

H2CH(N)

"X
S�H

4v (S)

#
:

Sacando factor común a los diferentes 4v (S), el valor de 4vC (A) puede

expresarse de la siguiente manera

� (H1;A)

" X
S�H11

4v (S) + � � �+
X

S�H1k

4v (S)

#
+ � � �+

� (Hl;A)

" X
S�Hl1

4v (S) + � � �+
X
S�Hlt

4v (S)

#
+ � � �+

� (Hp;A)

2
4 X
S�Hp1

4v (S) + � � �+
X

S�Hpm

4v (S)

3
5 ;

donde se denota porH1;H2; : : : ;Hp a los elementos del conjunto fH : H � Ag

y, para i = 1; : : : ; p, se representa por fHijgj2J las componentes maximales

de N en Hi.

Se pueden observar las siguientes características:

1. Para cada Hi 2 fH : H � Ag, con 1 � i � p, las coaliciones factibles

maximales deN enHi, son disjuntas entre sí. Por tanto4v (S) aparece,

a lo sumo, una sóla vez para cada Hi � A.

2. Aparecerán sólo las coaliciones S � N que estén contenidas en alguna

componente maximal de N de algún o algunos H, con H � A. Es

decir, que estén contenidas en alguna coalición factible y, por tanto,

S 6= ;.
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3. Si S � Hij, con Hij 2 CHi(N) para algún Hi, entonces S � S � Hij

y, debido a la unicidad en la expresión de cada coalición factible como

unión de soportes no unitarios, se tiene que

S � Hij () S � Hi:

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores,

4vC (A) =
X

fS�N :S 6=;g

2
4 X
S�H�A

� (H;A)

3
54v (S) :

Ahora bien:

1. Si S = A, se tiene que

X
S�H�A

� (H;A) = � (A;A) = 1:

2. Si S 6= A, el conjunto S � H � A es el intervalo
�
S;A

�
que es un

retículo �nito con, al menos, dos elementos y, por tanto [74, Corolario

3.9.3], X
fH:H^S=Sg

� (H;A) =
X

fH:S�H�Ag

� (H;A) = 0:

Entonces, �nalmente, queda

4vC (A) =
X

fS�N :S 6=;;S=Ag

4v (S) , con A 6= ;.

2



4.5. Cálculo del valor de posición generalizado 197

4.5.2 Cálculo mediante las F-componentes

A continuación se calcula el valor de posición generalizado a través de las

F -componentes siguiendo la misma línea que en el valor de Myerson gene-

ralizado. Este resultado, fue estudiado por van den Nouweland (1993) [59]

para el valor de posición en situaciones de comunicación.

Teorema 4.40 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. Sean i 2 N y M 2 CF(N) tal que i 2M . Entonces

�i (N; v;F) = �i (M; v jM ;FM) ;

donde v jM es la restricción de v a M .

Demostración: Por de�nición, se tiene

�i (N; v;F) =
X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�
:

Si i 2 M; con M 2 CF(N), la Proposición 3.11 asegura que existe una

partición fD1;D2; : : : ;Dpg de C, donde Dk; k = 1; : : : ; p, es precisamente la

colección de soportes no unitarios contenidos en la componente maximal M

y de forma que M es la unión de ellos. Entonces, Ci � Dk; para un único k,

y resulta que

�i (N; v;F) =
X

fD2Dk: i2Dg

1

jDj
�D

�
C; vC

�
:

Se prueba, a continuación, que �D

�
C; vC

�
= �D

�
Dk; vDk

�
para cualquier

D 2 Dk. En efecto, por de�nición de valor de Shapley

�D

�
C; vC

�
=

X
fS�C:D=2Sg


 (S)
�
vC (S [ fDg)� vC (S)

�
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y, para S � C, vC (S) = vS (N) =
P

H2CS(N) v(H). Teniendo en cuenta el

apartado (c) de la Proposición 3.13, se tiene

CS(N) = CS\C(N) = CS\(D1[D2[:::[Dp)
(N)

= C(S\D1)[(S\D2)[:::[(S\Dp)
(N)

= C(S\D1)
(N) [ C(S\D2)

(N) [ : : : [ C(S\Dp)
(N);

y aplicándolo a vC (S) y vC (S [ fDg), el valor de vC (S [ fDg) � vC (S),

resulta ser

X
H2C

S[fDg
(N)

v(H)�
X

H2CS(N)

v(H)

=
X

H2C
(S[fDg)\Dk

(N)

v(H) +
X

n
H:H2C

(S[fDg)\Dt
(N); t 6=k

o
v(H)

�
X

H2CS\Dk
(N)

v(H)�
X

fH:H2CS\Dt
(N); t6=kg

v(H)

=
X

H2C
(S[fDg)\Dk

(N)

v(H)�
X

H2CS\Dk
(N)

v(H)

= v(S\Dk)[fDg(N)� vS\Dk(N);

debido a que, si t 6= k;

C(S[fDg)\Dt
(N) = CS\Dt(N),

pues Dt \ fDg = ; y (S [ fDg) \ Dk = (S \ Dk) [ fDg.

Ahora bien, si S recorre todas las coaliciones de soportes de C a las que

el soporte no unitario D no pertenece, S \ Dk recorre todas las coaliciones

de soportes no unitarios contenidos en Dk que no contienen al soporte D. De

ahí, �D

�
C; vC

�
es igual a

X
fS�C:D=2Sg


 (S)
�
vC (S [ fDg)� vC (S)

�
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=
X

fT �Dk:D=2T g

2
4 X
fS�C:D=2S,S\Dk=T g


 (S)

3
5 hvT [fDg(N)� vT (N)

i

=
X

fT �Dk:D=2T g

2
4 X
fS�C:D=2S,S\Dk=T g


 (S)

3
5 �vDk(T [ fDg)� vDk(T )� .

Utilizando un razonamiento completamente similar al del teorema corres-

pondiente al valor de Myerson generalizado, se obtiene

X
fS�C:D=2S,S\Dk=T g


 (S) = 
 (T ) ,

y, de aquí

�D

�
C; vC

�
= �D

�
Dk; v

Dk
�
para todo D 2 Dk:

Por lo tanto,

�i (N; v;F) = �i (M; v jM ;FM) :

2
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Capítulo 5

Transmisión de propiedades

Las propiedades de la función característica de un juego cooperativo de utili-

dad transferible son, a veces, determinantes para que los diferentes conceptos

de solución del juego posean algunas características especiales, así como para

que existan algunas relaciones entre ellos. Por ejemplo, si la función carac-

terística del juego es cero-normalizada y superaditiva, entonces el valor de

Shapley y el core del juego están constituidos por vectores cuyas componen-

tes son no negativas, y si la función característica es supermodular, el valor

de Shapley pertenece al core del juego (N; v).

De ahí, tiene importancia estudiar si, al condicionarse la cooperación,

las propiedades del juego (N; v) se trans�eren a la correspondiente función

característica del juego restringido. En esta memoria interesa analizar, en el

contexto de estructuras de cooperación estables para la unión, la transmisión

de propiedades del juego (N; v) al F -juego restringido y al juego de confe-

rencias, así como las relaciones existentes entre las propiedades de los juegos�
N; vF

�
y
�
C; vC

�
.

Lógicamente, al ser las propiedades de la función v fundamentales para

establecer resultados, algunas cuestiones referentes a la transmisión de pro-

piedades entre el juego (N; v) y
�
N; vF

�
han ido surgiendo a lo largo de los

201
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capítulos anteriores. Por tanto, en este último capítulo, se expondrán aqué-

llas que aún no han sido tratadas como las relaciones entre las propiedades

de las funciones correspondientes al F -juego restringido y al juego de con-

ferencias y, en especial, la transmisión de la convexidad del juego (N; v) al

juego
�
C; vC

�
.

A lo largo de todo el capítulo se supondrá que el juego (N; v) es cero-

normalizado.

5.1 Relación entre
�
N; vF

�
y

�
C; vC

�

De igual forma que existe una conexión entre el juego arco y el juego res-

tringido por un grafo de comunicación, aquí puede establecerse una relación

entre el juego restringido por la cooperación parcial,
�
N; vF

�
y el juego de

conferencias
�
C; vC

�
. Ello se pone de mani�esto en el siguiente resultado.

Teorema 5.1 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión y
�
C; vC

�
el juego de conferencias. Entonces, para cada S � N , se

veri�ca que

vF(S) = vC(CS);

donde CS = fC 2 C : C � Sg.

Demostración: Sea S � N . Si CF(S) = ;, es inmediato que CS = ; ya

que, de lo contrario, existiría C 2 CS y, de ahí, C 2 F , C � S y CF(S) 6= ;.

Entonces vF(S) = 0 = vC(;) = 0.

Supóngase, por tanto, que CF (S) 6= ;; en este caso

vF(S) =
X

T2CF (S)

v(T ):
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Sea FS = fF 2 F : F � Sg. Por la Proposición 3.16, (N;FS) es un

sistema [-estable en el que se veri�ca que

CFS(N) = CF(S);

y tiene sentido considerar su base BS. Considérese CS, siendo CS el conjunto

formado por los soportes de BS que tengan un cardinal mayor o igual que

dos. Por el apartado (c) de la Proposición 3.16, BS � B y, entonces, CS � C.

Por tanto, para cualquier coalición S � N , se veri�ca que

vC (CS) = vBS(N) =
X

M2CBS
(N)

v(M) =
X

T2CF (S)

v(T ) = vF(S);

ya que CFS(N) = CF(S) y el juego (N; v) es cero-normalizado. 2

5.2 Equilibrio

En el capítulo segundo se estableció que, bajo las hipótesis de ser (N; v) cero-

normalizado y vF(N) = v (N) ; el core del juego (N; v) estaba incluido en el

core del F -juego restringido y, en consecuencia, el carácter equilibrado del

juego (N; v) era transferido al juego
�
N; vF

�
:

Ahora, se procede a estudiar la transmisión o no del carácter equilibrado

del juego
�
N; vF

�
al juego de conferencias

�
C; vC

�
y viceversa.

Teorema 5.2 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. Si
�
C; vC

�
es equilibrado y no negativo, entonces

�
N; vF

�
es equili-

brado.

Demostración: Como
�
C; vC

�
es no negativo y equilibrado, entonces

C
�
vC
�
=

(
y 2 R

jCj
+ :

X
C2C

yC = vC (C) ;
X
A2A

yA � vC (A) ; 8A � C

)
6= ;:
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Sea entonces y 2 C
�
vC
�
. A partir del vector y, se construye otro vector

x 2 R
n de la siguiente forma

xi =

8><
>:
X
C2Ci

1

jCj
yC si Ci 6= ;,

0 en otro caso,

para cada i 2 N . Este vector así construido pertenece a C
�
vF
�
; es decir,X

i2N

xi = vF(N);
X
i2S

xi � vF(S); 8S � N:

En efecto, en primer lugar,

X
i2N

xi =
X
i2N

"X
C2Ci

1

jCj
yC

#

=
X
C2C

"X
i2C

1

jCj

#
yC

=
X
C2C

�
jCj

1

jCj

�
yC

=
X
C2C

yC = vC (C)

= vF(N):

Por otro lado, X
i2S

xi =
X
i2S

"X
C2Ci

1

jCj
yC

#
:

Por el Teorema 5.1, para cada S � N , vC (CS) = vF(S) y, como yC � 0 y

fC 2 CS : i 2 Cg � Ci, resulta que

X
i2S

xi =
X
i2S

"X
C2Ci

1

jCj
yC

#

�
X
i2S

2
4 X
fC2CS : i2Cg

1

jCj
yC

3
5
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=
X
C2CS

�
1

jCj
jCj

�
yC =

X
C2CS

yC

� vC (CS)

= vF(S);

donde la última desigualdad se sigue por ser y 2 C
�
vC
�
. Por tanto,

�
N; vF

�
es equilibrado. 2

En el ejemplo que se desarrolla a continuación, se pone de mani�esto que

el recíproco no es cierto.

Ejemplo 5.3 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación [-estable, donde

N = f1; 2; 3g, el sistema de coaliciones factibles es

F = ff1; 2g ; f1; 3g ; f1; 2; 3gg ;

y el juego viene determinado por

v(S) =

(
jSj si jSj � 2;

0 en otro caso.

El juego (N; v) es totalmente equilibrado y el Teorema 2.31 asegura que el

juego
�
N; vF

�
lo es. Sin embargo, el juego de conferencias

�
C; vC

�
correspon-

diente no es equilibrado, ya que C = B = ff1; 2g ; f1; 3gg y, de ahí,

C
�
vC
�
=
�
y 2 R

jCj : yf1;2g + yf1;3g = 3; yf1;2g � 2; yf1;3g � 2
	
= ;:

5.3 Superaditividad

En el Teorema 2.14 se demostró que, para cualquier estructura de cooperación

estable para la unión (N; v;F), si (N; v) era cero-normalizado y superaditivo,
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también lo era el F -juego restringido. Ahora, al estudiar la transferencia de

la superaditividad entre los juegos
�
N; vF

�
y
�
C; vC

�
, se produce una situación

completamente análoga a la de la sección anterior ya que sí se transmite el

carácter superaditivo del juego de conferencias al F -juego restringido, aunque

lo contrario no siempre es cierto.

Teorema 5.4 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. Si
�
C; vC

�
es superaditivo y no negativo, entonces

�
N; vF

�
es supera-

ditivo.

Demostración: Sean S; T � N , S \ T = ;. Se ha de probar que

vF(S [ T ) � vF(S) + vF(T ):

Teniendo en cuenta el Teorema 5.1, se tiene que

vF(S) = vC (CS) ; vF(T ) = vC (CT ) ; vF(S [ T ) = vC (CS[T ) ;

así, la desigualdad a demostrar es equivalente a

vC (CS[T ) � vC (CS) + vC (CT ) :

Para ello, es su�ciente probar que CS \ CT = ; y que CS [ CT � CS[T ya

que, por la superaditividad y monotonía del juego
�
C; vC

�
, se tendría

vC (CS) + vC (CT ) � vC (CS [ CT ) � vC (CS[T ) :

En primer lugar,

CS � 2S; CT � 2T ; S \ T = ; =) CS \ CT = ;:

La inclusión CS [ CT � CS[T se veri�ca por la propia construcción de CS,

CT y CS[T . En efecto, el Teorema 5.1 permite a�rmar que CS, CT y CS[T son

los conjuntos formados por los soportes no unitarios correspondientes a los

sistemas [-estables (N;FS) ; (N;FT ) y (N;FS[T ). Entonces, CS [CT � CS[T
ya que cualquier soporte no unitario contenido en S o T es una coalición
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factible en S [ T y si no fuera un soporte en S [ T no lo sería tampoco en S

ni en T . 2

En el ejemplo que se indica a continuación se establece que el recíproco

del teorema anterior no es cierto.

Ejemplo 5.5 Sea la terna (N; v;F) considerada en el Ejemplo 5.3. Es in-

mediato que el juego (N; v) es superaditivo y, por el Teorema 2.14, también

lo es el juego
�
N; vF

�
. Sin embargo el juego de conferencias

�
C; vC

�
no es

superaditivo, puesto que

vC(ff1; 2g ; f1; 3gg) 6� vC(ff1; 2gg) + vC(ff1; 3gg);

al ser

vC(ff1; 2g ; f1; 3gg) = v (f1; 2; 3g) = 3;

vC(ff1; 2gg) = v(f1; 2g) = 2; vC(ff1; 3gg) = v(f1; 3g) = 2:

5.4 Convexidad

En el capítulo segundo se estudió la transmisión de la convexidad del juego

(N; v) al juego restringido
�
N; vF

�
. Por ello, en esta sección, se estudiará la

transferencia de la convexidad entre el juego
�
C; vC

�
y
�
N; vF

�
así como del

juego (N; v) al juego de conferencias
�
C; vC

�
.

Lógicamente, si el juego
�
N; vF

�
hereda la convexidad del juego (N; v)

siempre que la familia (N;F) sea intersectante, es previsible que la trans-

misión de la convexidad del juego (N; v) al juego de conferencias sea sólo

posible dentro de estructuras de cooperación [-estables que tengan unas ca-

racterísticas especiales. Ello se formula en la segunda parte de la sección
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y permitirá asegurar bajo qué condiciones el valor de posición generalizado

pertenece al core del juego restringido.

Teorema 5.6 Sea (N; v;F) una estructura de cooperación estable para la

unión. Si el juego de conferencias
�
C; vC

�
es no negativo y convexo, entonces�

N; vF
�
es convexo.

Demostración: Sea i 2 N y S; T tales que S � T � N n fig. Se ha de

probar que

vF(S [ fig)� vF(S) � vF(T [ fig)� vF(T ):

Por el Teorema 5.1, se veri�ca que

vF(S [ fig) = vC
�
CS[fig

�
; vF(S) = vC (CS) ;

vF(T [ fig) = vC
�
CT[fig

�
; vF(T ) = vC (CT ) ;

por lo tanto, la desigualdad a demostrar es equivalente a probar que

vC
�
CS[fig

�
� vC (CS) � vC

�
CT[fig

�
� vC (CT ) :

Por una parte, como CS[fig, CT[fig, CS y CT son, respectivamente, los

conjuntos constituidos por los soportes no unitarios de los sistemas [-estables�
N;FS[fig

�
;
�
N;FT[fig

�
; (N;FS) y (N;FT ), de ahí, se veri�ca que

CS[fig [ CT � CT[fig y CS[fig \ CT = CS.

Por otra parte, ya que
�
C; vC

�
es no negativo, la superaditividad de

�
C; vC

�
implica que

vC
�
CT[fig

�
� vC

�
CS[fig [ CT

�
:

Además, por la convexidad del juego
�
C; vC

�
se tiene

vC
�
CS[fig [ CT

�
� vC (CT ) � vC

�
CS[fig

�
� vC

�
CS[fig \ CT

�
= vC

�
CS[fig

�
� vC (CS) .
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Combinando las últimas expresiones, se deduce �nalmente que

vC
�
CS[fig

�
� vC (CS) � vC

�
CS[fig [ CT

�
� vC (CT ) � vC

�
CT[fig

�
� vC (CT ) .

2

Shapley (1971) estableció que un juego (N; v) es convexo si y sólo si

v(T1 [ T2)� v(T1)� v(T2) � v(S1 [ S2)� v(S1)� v(S2);

siendo T1 \ T2 = ;; S1 � T1; S2 � T2. En el siguiente resultado se gene-

ralizará esta condición para k conjuntos. Para ello, se utiliza la siguiente

equivalencia de juego convexo [24]: un juego (N; v) es convexo si y sólo si

v(T [ R)� v(T ) � v(S [ R)� v(S); 8S � T � N nR,

Lema 5.7 El juego (N; v) es convexo si y sólo si, para cualquier k 2 N, se

veri�ca

v

 
k[
i=1

Ti

!
�

kX
i=1

v(Ti) � v

 
k[
i=1

Si

!
�

kX
i=1

v(Si),

donde Ti \ Tj = ;; i 6= j y Si � Ti para todo i = 1; : : : ; k.

Demostración: Para cada i, sean Si; Ti tales que Si � Ti y Ti \ Tj = ;,

i 6= j. Se veri�ca que

v (T1 [ T2 [ T3 [ � � � [ Tk)� v(T1) � v (S1 [ T2 [ T3 [ � � � [ Tk)� v(S1);

pues S1 � T1 � N n fT2 [ � � � [ Tkg :

Análogamente,

v (S1 [ T2 [ T3 [ � � � [ Tk)� v(T2) � v (S1 [ S2 [ T3 [ � � � [ Tk)� v(S2);

pues S2 � T2 � N n fS1 [ T3 [ � � � [ Tkg :
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Razonando sucesivamente de la misma forma, se llega a

v (S1 [ � � � [ Sk�1 [ Tk)� v(Tk) � v (S1 [ � � � [ Sk�1 [ Sk)� v(Sk);

pues Sk � Tk � N n fS1 [ � � � [ Sk�1g :

Sumando miembro a miembro en todas las desigualdades obtenidas y

simpli�cando, queda �nalmente,

v (T1 [ T2 [ T3 [ � � � [ Tk)�
kX
i=1

v(Ti) � v (S1 [ S2 [ S3 [ � � � [ Sk)�
kX
i=1

v(Si):

Para probar el recíproco, es su�ciente tomar k = 2. 2

Teorema 5.8 Sea la terna (N; v;F) 2 SEIN . Si (N; v) es convexo también

lo es el juego
�
C; vC

�
.

Demostración: Se ha de probar que dado C 2 C y S � T � C n fCg ; se

veri�ca

vC (T [ fCg)� vC (T ) � vC (S [ fCg)� vC (S) ;

lo que es equivalente, teniendo en cuenta la de�nición de juego de conferen-

cias, a X
T2C

T [fCg
(N)

v(T )�
X

T2CT (N)

v(T ) �
X

S2C
S[fCg

(N)

v(S)�
X

S2CS(N)

v(S):

Los elementos de CT (N) pueden clasi�carse según tengan o no intersec-

ción no vacía con C 2 C. Así, CT (N) puede expresarse de la siguiente forma

CT (N) = fT1; : : : ; Tkg [ fTk+1; : : : ; Thg ;

donde Ti \ C 6= ;, para i = 1; : : : ; k y Ti \ C = ; para i = k + 1; : : : h.

Ahora bien, para i = 1; : : : ; k, jTi \ Cj = 1. En efecto, supóngase que

jTi \ Cj � 2; entonces Ti \ C 2 F porque (N; v;F) 2 SEIN y, además,

Ti \ C 6= C ya que, en otro caso, resultaría que C � Ti con lo que C 2 T lo
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cual es imposible al ser T � C n fCg; como Ti \C � Ti 2 T y Ti \C 2 F , se

deduce que Ti\C es un soporte o bien es una unión de soportes no unitarios

de T ; de ahí,

C = C [ (Ti \ C) = C [

 [
j2J

Bj

!
; con fBjgj2J � T ,

y entonces C se podría expresar de dos maneras diferentes como unión de so-

portes contradiciendo el hecho de ser (N; v;F) 2 SEIN . También se deduce

que si T1 \ C 6= ;; : : : ; Tk \ C 6= ;, entonces

T1 [ C 2 F ; : : : ; Tk [ C 2 F ,

de donde

T1 [ � � � [ Tk [ C 2 F .

Además, cada T1; T2; : : : ; Tk contiene un único elemento de C:

Por ello, las coaliciones factibles maximales de N en T serían,

fT1; : : : ; Tk; Tk+1; Tk+2; : : : ; Thg ;

y las de N en T [ fCg serían,

fT1 [ � � � [ Tk [ C; Tk+1; Tk+2; : : : ; Thg :

Por tanto,

X
T2C

T [fCg
(N)

v(T )�
X
T2Si

v(T ) = v(T1 [ � � � [ Tk [ C)�
kX
i=1

v(Ti):

Un razonamiento análogo permite a�rmar que,

X
S2C

S[fCg
(N)

v(S)�
X

S2CS(N)

v(S) = v(S1 [ � � � [ Sp [ C)�

pX
i=1

v(Si);

donde Si 2 CS(N), Si \C 6= ;; para i = 1; : : : ; p y cada Si contiene un único

elemento de C. En consecuencia, queda probar la siguiente desigualdad,

v(T1 [ � � � [ Tk [ C)�
kX
i=1

v(Ti) � v(S1 [ � � � [ Sp [ C)�

pX
i=1

v(Si):
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En primer lugar,

T1 [ � � � [ Tk [ C = T1 [ � � � [ Tk [ C
0;

siendo C 0 � C y C 0 = fi 2 C : i =2 T1 [ � � � [ Tkg. También,

S1 [ � � � [ Sp [ C = S1 [ � � � [ Sp [ C
00;

siendo C 00 � C y C 00 = fi 2 C : i =2 S1 [ � � � [ Spg.

Por otro lado, S � T implica que S � T y si Si es una coalición factible

maximal de N en S, con 1 � i � p, entonces Si � Tl para una única coalición

Tl 2 CT (N), con 1 � l � k. Además, en este caso, la relación es uno a uno

porque de lo contrario, Si; Sj � Tl, habría dos elementos de C que están en

Tl lo cual es imposible según se razonó anteriormente.

Obviamente Si � Tl y contienen al mismo elemento de C. Así, se podría

escribir, sin pérdida de generalidad, que

S1 � T1; : : : ; Sp � Tp:

Es inmediato que C 0 � C 00 � C. Por tanto,

C 00 = C 0 [ (C 00 n C 0) � C;

y para cada elemento j 2 (C 00 n C 0) existe Tj tal que j 2 Tj, con p+1 � j � k:

Aplicando ahora el Lema 5.7, se tiene que,

v (T1 [ � � � [ Tp [ Tp+1 [ � � � [ Tk [ C
0)� v(T1)� � � � � v(Tk)� v (C

0)

� v (S1 [ � � � [ Sp [ (C 00 n C 0) [ C 0)� v(S1)� � � � � v(Sp)�

v (fp+ 1g)� � � � � v (fkg)� v (C 0) :

Simpli�cando la expresión y teniendo en cuenta el carácter cero-normalizado

del juego, resulta

v (T1 [ � � � [ Tp [ Tp+1 [ � � � [ Tk [ C
0)�

kX
i=1

v(Ti)

� v (S1 [ � � � [ Sp [ (C 00 n C 0) [ C 0)�

pX
i=1

v(Si);
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y, al ser

T1 [ � � � [ Tk [ C
0 = T1 [ � � � [ Tk [ C;

y, además,

S1 [ � � � [ Sp [ C
0 [ (C 00 n C 0) = S1 [ � � � [ Sp [ C;

se tiene la desigualdad

v(T1 [ � � � [ Tk [ C)�
kX
i=1

v(Ti) � v(S1 [ � � � [ Sp [ C)�

pX
i=1

v(Si):

2

El valor de posición generalizado es siempre una preimputación para el

juego
�
N; vF

�
ya que es una regla de asignación y ello obliga a que sea

e�ciente. A continuación se dan las condiciones que obligan a que el valor de

posición sea una imputación y pertenezca al core del F -juego restringido.

Teorema 5.9 Sea la terna (N; v;F) 2 SEIN , donde (N; v) es un juego

convexo. Entonces,

� (N; v;F) 2 C
�
vF
�
:

Demostración: Por el teorema anterior
�
C; vC

�
es convexo y, por tanto

�
�
C; vC

�
2 C

�
vC
�
:

Además

�
�
C; vC

�
� 0:

En efecto, para cada C 2 C, se tiene que

�C

�
C; vC

�
=

X
fS�C:C =2Sg


 (S)
�
vC (S [ fCg)� vC (S)

�
;

y, por la convexidad del juego de conferencias
�
C; vC

�
, se veri�ca la desigual-

dad

vC (S [ fCg)� vC (S) � vC (fCg) :
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Por otro lado, como (N; v) es un juego superaditivo y cero-normalizado se

tiene que vC (S [ fCg)� vC (S) � 0 ya que

vC (fCg) =
X

T2C
fCg

(N)

v(T ) = v(C) � 0

y, de aquí, �
�
C; vC

�
� 0. Por tanto, � (N; v;F) 2 Rn

+ :

Se prueba ahora X
i2N

�i (N; v;F) = vF(N):

Esto es inmediato ya queX
i2N

�i (N; v;F) =
X

i=2
S

M2CF (N)

M

�i (N; v;F) +
X

i2
S

M2CF (N)

M

�i (N; v;F)

=
X

i2
S

M2CF (N)

M

�i (N; v;F)

=
X

M2CF (N)

"X
i2M

�i (N; v;F)

#

=
X

M2CF (N)

v(M)

= vF(N);

pues el valor de posición es e�ciente en las F -componentes de N y asigna un

valor nulo a todo i =2
S

M2CF (N)

M , por ser una regla de asignación.

Por último, se ha de probar que, para toda S 2 F , S 6= ;.X
i2S

�i (N; v;F) � vF(S).

Si S = fig es unitaria, entonces �i (N; v;F) � 0 = v (fig) :

Si S no es unitaria, al ser factible, es un unión de soportes no unitarios.

Además, la expresión como unión de soportes es única. Por ello,

S =
[
k2K

Sk; con Sk 2 C:
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Entonces,

X
i2S

�i (N; v;F) =
X
i2S

"X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�#
:

Como Ci � fSk : i 2 Skg y �C

�
C; vC

�
� 0; se tiene que

X
i2S

�i (N; v;F) =
X
i2S

"X
C2Ci

1

jCj
�C

�
C; vC

�#

�
X
i2S

2
4 X
fSk: i2Skg

1

jSkj
�Sk

�
C; vC

�35
=

X
k2K

�
1

jSkj
jSkj

�
�Sk

�
C; vC

�
=

X
k2K

�Sk

�
C; vC

�
� vC

�
fSkgk2K

�
=

X
M2C

fSkgk2K
(N)

v(M)

= v(S);

ya que S 2 fSkgk2K, S =
S
k2K Sk, y la última desigualdad es debida a que

�C

�
C; vC

�
2 C

�
vC
�
. 2

Nótese que en la demostración de ser �C

�
C; vC

�
� 0 se ha utilizado

el carácter supermodular del juego
�
C; vC

�
. Sin embargo, podría haberse

demostrado utilizando solamente el carácter superaditivo del juego (N; v).

Así, razonando de forma semejante a la efectuada en el Teorema 5.8, se

tendría, para todo C 2 C,

vC (S [ fCg)� vC (S) =
X

M2C
S[fCg

(N)

v(M)�
X

M2CS(N)

v(M)

= v (M1 [ � � � [Mh [ C)� v(M1)� � � � � v(Mh)

= v
�
M1 [ � � � [Mh [ C

0
�
� v(M1)� � � � � v(Mh);
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siendo, para i = 1; : : : ; h, Mi 2 CS(N) con Mi \ C 6= ; y donde el conjunto

C 0 viene dado por fi 2 C : i =2 M1 [ � � � [Mhg :

Como (N; v) es superaditivo, se veri�ca

v (M1 [ � � � [Mh [ C
0) � v(M1) + � � �+ v(Mh) + v(C 0)

� v(M1) + � � �+ v(Mh);

ya que v(C 0) � 0 por ser (N; v) superaditivo y cero-normalizado. Por ello,

v (M1 [ � � � [Mh [ C
0)� v(M1)� � � � � v(Mh) � 0

y, en consecuencia,

vC (S [ fCg)� vC (S) � 0 implica �C

�
C; vC

�
� 0:
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