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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Juegos cooperativos

De forma general, puede decirse que la teoria de juegos es la teoria matematica
que modela y analiza situaciones de cooperacion y conflicto. Esta teoria se
inicia con los trabajos de Borel (1921) [15] y von Neumman (1928) [55] y su
nombre deriva del articulo Zur theorie der gesellschaftsspiele debido a von
Neumman (1928), en el cual se establecen sus bases. Con posterioridad a
la publicaciéon de este articulo hay un periodo de inactividad en este campo
hasta la aparicion de la obra Theory of games and economic behavior escrita
por von Neumman y Morgenstern (1944) [56], la cual origin6 una intensa

investigacion y consolidé definitivamente la teoria de juegos.

La teoria de juegos se ha desarrollado gradualmente y, en la actualidad,
cuenta con potentes herramientas para modelar mateméticamente problemas
econdémicos, sociales y politicos. A grandes rasgos, se pueden distinguir dos
importantes areas: la teoria de juegos no cooperativos y la teoria de jue-
gos cooperativos, la cual incluye a su vez dos lineas de investigacion: los
denominados juegos de utilidad transferible y los juegos de utilidad no trans-

ferible. Esta memoria se centrard exclusivamente en los juegos cooperativos
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de utilidad transferible.

Formalmente, un juego cooperativo de utilidad transferible es un par
(N,v), donde N es un conjunto finito y v : 2 — R es una aplicacion
que asigna a cada S C N un namero real, verificando que v()) = 0. Los
elementos de N = {1,2,...,n} se denominan jugadores, los subconjuntos
S € 2V coaliciones y v (S) es el valor de la coalicion S. Para cada subcon-
junto de jugadores S, v (S) describe la maxima ganancia o el minimo coste
que los jugadores que componen la coalicion pueden lograr cuando deciden
cooperar y formar la coalicion S, sin considerar las acciones que los demas
jugadores puedan llevar a cabo. La funcion v se denomina funcion carac-
teristica del juego y, generalmente, se identifica el juego cooperativo (N, v)
con su funcion caracteristica v. El término wutilidad transferible se refiere a
que se supone que la utilidad de cada coalicion puede medirse y compararse

con otras, usando el orden total de R.

Muchas situaciones reales pueden modelarse como un juego cooperativo
de utilidad transferible. Para ejemplificar lo anteriormente indicado, se ex-

ponen dos de ellas, bien conocidas en la teoria de juegos.

Ejemplo 1.1 Supdngase la siguiente situacion: Una senora sale de la esta-
cion cargada de maletas y estd dispuesta a pagar 10 dolares a quien se las lleve
al hotel. Hay tres personas esperando para realizar este trabajo, (jugadores
1, 2y 8) y al menos dos de ellos son necesarios para llevar todas las maletas.
La situacion expuesta puede ser modelada como un juego cooperativo (N, v),

donde N = {1,2,3} y cuya funcion caracteristica viene dada por

1 ' > 2
’U(S):{ 0 si|S|>2,

0 en otro caso.

Ejemplo 1.2 Tres ciudades de la misma comarca necesitan un sistema de

tratamiento de aguas residuales. Cada ayuntamiento ha hecho un estudio de
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los costes, individuales y colectivos con los otros ayuntamientos, para ver la
posibilidad de ahorro. El estudio se representa en la siguiente tabla, donde

1, 2 y 3, stmbolizan a cada una de las ciudades:

COALICION | COSTE || BENEFICIO
{1} 150 0

{2} 200 0

{3} 550 0

{1,2} 350 0

{1,3} 610 90

{2,3} 650 100
{1,2,3} 780 120

Esta situacion se modela mediante un juego cooperativo (N,v), donde

N =1{1,2,3} y la funcion caracteristica v del juego es:

v({1}) = v({2}) = v({3}) =0,
v({1,2 =0, v({1,3}) =90, v({2,3}) =100, w({1,2,3})=120.

Obsérvese que el par (N, v) representa el juego de los ahorros de costes,
determinado, para cada S C N, por
v(S) =Y e({i}) - e(S).
i€s
Es decir, los ahorros de costes, v(S), para la coalicion S es la diferencia en
costes correspondiente a la situacion donde todos los miembros de S actian

por su cuenta y la situacion en la que todos los miembros de S cooperan.

En general, se denotara por I'V al conjunto de todos los juegos coopera-
tivos de utilidad transferible, (N, v), en el cual se introducen las operaciones
+: NxIV — TV, (v,w)r—v+w

RxIY —TV, (a,v) — a-v
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definidas por
(v+w)(S)=v(S)+w(S), (a-v)(S)=a-v(9),

para cualquier S C N. Con respecto a estas operaciones, I'V es un espacio

vectorial de dimension 2" — 1. Una base estd formada por el conjunto
{UTﬁTQN,T%@},

donde
1 siT C S,
UT(S):{ -

0 en otro caso.

Estos juegos us se denominan juegos de unanimidad. Asi, cualquier juego

v € TV puede expresarse como combinacion lineal de ellos

v = A'u (T) ur,

donde los coeficientes vienen determinados por la expresion

A(T) = (=)o),

HCT

y, siguiendo la terminologia de Harsanyi [35], cada coeficiente A,(T) sera

denominado dividendo de T en el juego v.

Dado que, como se indico antes, el juego (IV, v) se identifica con su funcion
caracteristica, las diferentes propiedades de la funcion v dan lugar a distintos

tipos de juegos.
Un juego v se denomina cero-normalizado si v({i}) = 0, para todo i € N.

Un juego v se denomina mondtono si, para cualesquiera S C T C N, se
verifica v (S) < v (T).

Un juego v es simple si es monotono y v (S) solo toma valores en el

conjunto {0, 1}, para toda coalicion S C N. Un juego simple (N,v) se
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denomina propio si no existen coaliciones S, T C N, con SNT = (), que
verifiquen v(S) = v(T) = 1.

Un juego v es superaditivo si, para cualesquiera S,7 C N con SNT = 0,

se verifica

v(SUT)>v(S)+v(T).

Una clase especial de juegos superaditivos son los llamados juegos con-
vezos, introducidos por Shapley [71], los cuales surgen en algunas aplicaciones
econOmicas y tienen interesantes propiedades combinatorias. Un juego v es
convexo o supermodular, si para cualesquiera coaliciones S,T" C N, se verifica

la siguiente desigualdad
v(SUT)+v(SNT) >v(S)+v(T).

Equivalentemente, (véase Driessen [24, pag. 112|), un juego v es convexo
si y sOlo si, para cualesquiera coaliciones S,T C N, tales que S C Ty todo
i€ N\T, se tiene

v(SU{i}) —v(S) < v (TU{i}) —v(T).

A continuacion, se definen algunos de los conceptos de solucién méas es-
tudiados en la teoria de juegos cooperativos y que apareceran en capitulos

posteriores.

En la teoria de juegos cooperativos de utilidad transferible se supone,
en principio, que todos los jugadores que participan deciden cooperar entre
ellos y formar la coalicion N. Ello conduce al planteamiento de la siguiente
cuestion: ;Como dividir los beneficios totales entre todos los jugadores que
participan en el juego? Una respuesta a esta pregunta da origen a lo que se

denomina un concepto de solucion.

Se llama wvector de pago o distribucion, a un vector x = (¥;),c.xy € R"

donde la coordenada x; representa el pago al jugador 7. En un juego v, un
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vector de pago = se dice eficiente si distribuye exactamente el valor de la

coalicion N entre los jugadores; es decir,

in:U(N).

Los vectores de pago que cumplen este principio de eficiencia se lla-
man preimputaciones y, constituyen un conjunto denotado por I*(v). Asi,
teniendo en cuenta la idea expuesta en el parrafo anterior en general, el prin-
cipio de eficiencia es lo minimo que se le puede exigir a una solucién. Una
solucion o concepto de solucion, sobre una coleccion no vacia de juegos, es
una aplicacion ¢ que asocia a cada juego cooperativo v, de dicha coleccion,

un subconjunto % (v) del conjunto de preimputaciones.

Ademas, parece logico exigir que el pago a cada jugador ¢ mediante el
vector de pago z sea al menos la cantidad que el jugador puede obtener por

si mismo en el juego; esto es,
x; > v({i}), para todo i € N.

Dicha propiedad recibe el nombre de principio de individualidad racional
y la mayoria de los conceptos de soluciéon, propuestos para juegos cooperati-
vos requieren que los vectores de pago eficientes cumplan este principio. Esto

da lugar al conjunto de imputaciones, el cual esta definido por
I(v)y={z e I"(v):x; >v({i}), para todoi € N}.

Obsérvese que I(v) # 0 si y solo si v(N) > 3.y v({i}).

Atendiendo a las coaliciones, el criterio de individualidad racional podria
ser reforzado exigiendo que, no sblo cada jugador, sino también cada coalicion
S € 2N recibiera al menos la cantidad que ésta puede obtener por si sola; es

decir, que para toda S C N, el vector de pago x verifique

inZv(S).

€S
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Estas ideas conducen a uno de los més atractivos conceptos de soluciéon

denominado core del juego v, definido por
Cw)={zeR":z(N)=0v(N), z(S) >v(S), para toda S C N},

donde z (S) =, cqz; vy 2 (0) =0.

Si los valores v(S) de las coaliciones se interpretan en términos de costes,
entonces se tiene un juego cooperativo de coste y, para estos juegos, las
desigualdades en las definiciones del conjunto de imputaciones y del core son
las contrarias a las consideradas en las definiciones dadas.

Aunque cuando Gillies introdujo el core (1953) [31] ya existian otros con-
ceptos de solucion, puede decirse que éste fue el primer concepto de solucién
satisfactorio, porque implica un reparto razonable para todas las coaliciones.
Sin embargo, presenta el inconveniente que, en muchos casos, puede ser un
conjunto vacio. Bondareva (1963) y Shapley (1967) dieron, independiente-
mente, una caracterizacion de los juegos con core no vacio, basada en los

conceptos de coleccion equilibrada y de juego equilibrado.

Dado (N, v) un juego cooperativo, una coleccion {Si, Ss, ..., Sy} de sub-
conjuntos de N, distintos y no vacios, se dice que es equilibrada sobre N si
existen nimeros positivos aq, as, ..., a, —denominados pesos— tales que,

para todo i € N,

Si, para cualquier coleccion equilibrada sobre N, se verifica que
m
> aju(S)) < o(N),
j=1

entonces se dice que el juego (N, v) es equilibrado.

Bondareva [14] y Shapley [70] demuestran que la clase de juegos equili-

brados coincide con la clase de juegos con core no vacio.
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Cercano al concepto de juego equilibrado esté la nociéon de equilibrio total.
Un juego (N,v) se dice totalmente equilibrado si los subjuegos inducidos
(S, vs) son equilibrados para toda S C N, S # (). Aqui se entiende por sub-
juego inducido (S, vg) aquél cuya funcion caracteristica viene determinada
por

vs(T) = v(T), para toda T C S.

Otro concepto de solucion, estudiado por von Neumann y Morgenstern
(1944) [56], es el de conjunto estable. Los conjuntos estables son descritos
en términos de una relaciéon entre imputaciones llamada dominacion y, por

tanto, requieren que el conjunto de imputaciones sea no vacio.

Si x e y son imputaciones para un juego v y S es un subconjunto no vacio

de N, entonces x domina a y a través de la coalicion S si se verifica
z; >y; paratodoi € Sy z(S)<wv(S).

Ello, se denotara por x domgy. En este caso, la coalicion S prefiere la dis-
tribucion x sobre la y, porque cada miembro de S obtiene mas y S no so-
brepasa su valor con esta imputacion. En general, se dice que x domina a la
imputacion y, si existe una coalicion S de forma que x domg y. Es inmediato
que la definicion de dominancia excluye la dominacion a través de la coalicion

N y de las coaliciones unitarias.

Un subconjunto V' del conjunto de imputaciones es un conjunto estable
para el juego v si ningin elemento en V' es dominado por otro elemento de
V' (estabilidad interna) y si cada elemento que no esté en V' es dominado por

alguno del conjunto V' (estabilidad externa).

Este concepto de solucion presenta dos grandes inconvenientes: el com-
puto es complejo y la existencia de conjuntos estables no estd garantizada.
Asi, Lucas (1968) [47], (1969) [48] describi6 un juego de diez personas, sin
ninglin conjunto estable. Sin embargo, algunos juegos tienen infinitos con-

juntos estables y existen también juegos con un tnico conjunto estable. Una
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condicién que garantiza la unicidad de los conjuntos estables puede ser en-

contrada en [24, Corolario 4.3].

Los conceptos anteriores pueden considerarse como conceptos de soluciéon
en el sentido que asignan a cada juego un conjunto de pagos razonables. El
hecho de que estas soluciones no asignen un tinico pago, sino un conjunto
de pagos, que en determinadas circunstancias es el vacio, puede que sea una
desventaja. Podria ser deseable obtener una distribucién de pagos como
referencia y que los jugadores, en determinados momentos, deseen consultar.
Por ello se plantea el estudio de asignar a cada juego un tinico pago y surgen
los denominados conceptos de solucién punto. Entre ellos, merece especial
atencion el valor de Shapley, (1953) [69], que asigna un unico vector de pago
para cada juego y queda caracterizado mediante un sistema de axiomas. Un
estudio detallado de este valor, considerado como uno de los més interesantes

conceptos de solucion en la teoria de juegos cooperativos, puede encontrarse
en Roth (1988) [66].

Shapley propone el concepto de valor de un juego cooperativo (N, v) dado,

para cada jugador ¢, por la siguiente expresion combinatoria,

® ()= Y (&) [w(SUfi}) —v(9)],

SCN\{i}

stn—1-s)!

donde v (S) = -, s =S|y n=]|N|.

n!

Esta expresion indica que el valor de Shapley, ® (v) € R", de un juego
v, es una media ponderada de las contribuciones marginales, definidas por
v(SU{i}) —v(9), de los jugadores a las distintas coaliciones. Puede com-
probarse que la formula anterior es equivalente a esta otra expresion para el

valor de Shapley
O ()= Y, () (S) —v(S\{i})],
(SCN:ieS}

(s — 1) (n—s)!
n! '

siendo ahora, v (S) =
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En lo que sigue, se exponen algunos resultados relacionados con el valor de
Shapley que serdn fundamentales en el desarrollo de algunas demostraciones

posteriores.

Sean (N, v) un juego cooperativoy S C N una coalicion fija. La coalicion
S se dice que es un soporte para el juego v si, para toda T" C N, se verifica
que v(T) =v(T N S). En este caso,

D _0i(0) =D i(v) = v(S).
jEN jes
En efecto, el valor de Shapley da lugar a un vector de pagos eficiente y,

por tanto,

D ®;(v) = v(N) =v(NnS)=u(S).

JEN

Por otro lado,

D @) =D (0)+ > Bi(v) = P;(v),

jeN jes j¢s jes

puesto que si j ¢ S, se tiene

Q;(v) = Y AD) T U{j}) (D)

TCN\{j}

= Y A R(TUEHNS) - u(TNS)
TCN\{j}

= Y ADR(TNS)UHIINS) (T S)] =0,
TCN\{j}

al ser {j} NS =0.

Supongase ahora, que el juego (IV, v) puede descomponerse de la siguiente

forma,

v = w®,

p
k=1
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siendo {(N,w(k))}, k =1,2,...,p, una coleccion de juegos en la que cada
juego (N, w®), tiene a N*¥) C N como soporte y N N NU) = (), para todo

i # j. Entonces, se verifica:
(1) ®;(N,v) = ®;(N,w®), para todo i € N*.

(2) X Pi(N,o)= 3 B(N,w?)=w®(N®).
ieNK) ieNK)
La justificacion de ambas igualdades es como sigue.

(1) Siv=>"_, w® entonces
P
O;i(N,v) = (N, w®),
k=1

debido a la linealidad del valor de Shapley.
Sea i € N*). Entonces i ¢ N, para todo j # k. Luego,

(N, w) = Z Y(S) [wD (S U{i}) — w(S)]
= Sgg\:{z}v(s) [wP((SU{i}) N ND) — (S NN
_ Sgg\:{l}v(s) (S N NDY U ({i} N NDY) — 0 (S 1 NOD)]
= Sgg\:{z}v(S) 0=0,
SCN\{i}

al ser {i} N NU) = (). Por tanto,

p
(I)i(Na'U) = Z(I)z(Naw(k)) = (I)z(Naw(k))
k=1

(2) Es consecuencia inmediata del apartado anterior y de la eficiencia del
valor de Shapley,

Y (Nw) = ) (N, w®) = d(N,wh)

i€ N (k) ieN (k) iEN
— w(k)(N) — w(k)(N N N(’“)) — w(k)(N(k))_
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Un juego cooperativo de utilidad transferible (N, v) se dice simétrico si
v(S) = f(|S]), paratoda S C N.

Es interesante observar que, en un juego simétrico, el valor de Shapley
viene dado por
B(V.1) = T o),
ya que, como el valor de una coaliciéon solo depende del tamano de cada
coalicion y el nimero de coaliciones a las que pertenece un jugador es el
mismo para todos ellos, resulta que el valor de Shapley es igual para todos.
Por tanto, teniendo en cuenta la eficiencia del valor,

> " @i(N,v) = v(N),

1EN

1
se tiene que |N| ®;(N,v) = v(N) y, de aqui, ®;(N,v) = WU(N), para

cualquier 7 € N.

Finalmente, otros conceptos de solucién para juegos cooperativos, que
no seran tratados en esta memoria, son: el conjunto de negociacion (1964)
(Aumann y Maschler [1]), el nicleo (1965) (Davis y Maschler [22]), el preni-
cleo (1972) (Maschler, Peleg y Shapley [49]), como conjuntos solucion y el
nucledlo (1969) (Schmeidler [67]), el prenucleslo (1975) (Sobolev [73]) y el
T-value (1981) (Tijs [76]) como soluciones que asignan un tnico vector de
pago. Un estudio exhaustivo de ellos puede ser encontrado en la monografia
de Driessen [24].

1.2 Conceptos basicos

Esta seccion comienza con algunas nociones de la teoria de grafos y, para los
conceptos que se incluyen, se utilizan las notaciones de Harary [34] y Swamy

y Thulasiraman [75] fundamentalmente.
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Un grafo no dirigido G = (V, E), consiste en dos conjuntos: un conjunto
finito V' de elementos denominados vértices y un conjunto finito E de ele-
mentos llamados aristas. Cada arista se identifica con un par no ordenado

de vértices, denominados vértices finales.

Se dice que dos aristas son paralelas si tienen los mismos vértices finales.
Ademas, si los vértices finales de una arista coinciden, entonces la arista

recibe el nombre de lazo.

Un grafo no dirigido se denomina simple si no tiene lazos ni aristas parale-
las. Dada una arista, se dice que es incidente con sus vértices finales. Dos
vértices se denominan adyacentes si son los vértices finales de alguna arista.
El niimero de aristas incidentes en un vértice x € V, se denomina grado del
vértice x y se denotara por grad(x). Los vértices con grado uno se denominan

vértices colgantes y si tienen grado cero se denominan vértices aislados.

Un paseo en un grafo G es una sucesion finita de vértices vy, vy, vo, ..., Uk
tales que v;_; es adyacente a v; para ¢ = 1,...,k. Los vértices vy, v se
denominan los vértices finales del paseo vy—v,. El ntmero k de aristas del
paseo es su longitud. Se puede observar que en un paseo, aristas y vértices
pueden repetirse. Un camino es un paseo en el que no hay vértices repetidos,
lo que implica que tampoco hay aristas repetidas. Un ciclo es un paseo con al
menos tres vértices diferentes los cuales no aparecen repetidos, exceptuando

el primero y el ultimo.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Se dice que es conezxo si existe un
camino entre cualquier pareja de vértices distintos. Un grafo es 2-conero si
para cualquier par de vértices {z,y} existen al menos dos caminos que los

unen y sin vértices en comun, salvo los extremos x, y.

El grafo G' = (V',E') es un subgrafo de G = (V,E)si V' # 0,V CV
y E' C E, donde cada arista de E' es incidente con vértices de V'. Si
U#0,U CV, el subgrafo de G = (V, E) inducido por U es el subgrafo cuyo

conjunto de vértices es U y contiene a todas las aristas de E incidentes con
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vértices de U. Se denomina componente de un grafo a todo subgrafo maximal
conexo y un puente es una arista cuya eliminaciéon aumenta el nimero de

componentes.

Sea V un conjunto de n vértices. El grafo completo en V, denotado por
K, es un grafo simple, en el que para cualquier a,b € V, a # b existe una
arista {a,b} .

Un bloque de un grafo GG es un puente o un subgrafo 2-conexo maximal de
G. Un grafo G se denomina ciclo-completo o grafo bloque si cualquier bloque
es un grafo completo; es decir, si contiene un ciclo, entonces el subgrafo
inducido por los vértices del ciclo es completo. En particular, los grafos sin

ciclos y los grafos completos son grafos ciclo-completos.

Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos. En general, un grafo sin ciclos

se denomina bosque.

A continuacion, se presentan algunos conceptos referentes a conjuntos
parcialmente ordenados, ya que, en cualquier juego cooperativo (N,v), las
diferentes coaliciones que se pueden formar a partir del conjunto de jugadores
junto con la relaciéon de inclusién forman un conjunto parcialmente ordenado.
Para ello, se utilizara, en lo que sigue, las notaciones de Stanley [74] y Birkhoff
[13]. Al igual que en las ideas anteriormente introducidas, la exposicion de
conceptos y resultados relativos a estos conjuntos, se limitara a aquéllos que

se utilizan a lo largo de los siguientes capitulos.

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (P, <) donde P es un con-
junto y < una relacién binaria que satisface las propiedades reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. Se dice que 1 € P es dltimo elemento de P si z < 1,
para todo = € P. Analogamente, se dice que 0 € P es primer elemento de P
si 0 < z, para todo = € P.

Como se ha indicado antes, un ejemplo de conjunto parcialmente orde-

nado es el conjunto 2V de todos los subconjuntos del conjunto NN, ordenado
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por inclusion; es decir, si A, B € 2V, entonces A < B en 2V si y solo si
A C B.Si N es finito, entonces (2, C) es también finito.

Si Q C P, se define un orden parcial en () denominado orden inducido
de la siguiente forma: para z,y € Q, x < y en ) siy solosi x < yen P.
Al conjunto @ se le llama subconjunto parcialmente ordenado inducido por
el orden de P. Dos clases de subconjuntos parcialmente ordenados son los

intervalos y las cadenas.

Sean z,y elementos del conjunto parcialmente ordenado P, con x < y. El
conjunto
[,y ={z€ P:x<z<y},

se llama intervalo. Si cualquier intervalo de (P, <) es finito se dice que (P, <)

es localmente finito.

Se dice que dos elementos z,y € P son comparables si x < y o bien y < x.
En otro caso, son incomparables. Una cadena C' de P es un subconjunto par-
cialmente ordenado inducido por el orden de P, en el cual no hay elementos

incomparables; es decir,
C' C P es una cadena si x < y o bien y < z, para todo par {z,y} C C.
Otra clase particular de subconjuntos parcialmente ordenados inducidos

por P, lo forman los llamados ideales del orden de P. Se dice que I C P es

un ideal del orden de P cuando
Vox €I, siy <z entonces y € I.
En particular si x € P, el conjunto
(z) ={y e P:y <z},
se denomina ideal principal del orden generado por .

Sixz,y € P, se dice que y cubre a x si x < y y no hay ningin elemento

z € P que cumpla la condiciéon x < z < y. Esto es, y cubre a x si y so6lo si

<y vy [r,y]l={r,y}.
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Cuando se consideren conjuntos parcialmente ordenados mediante la in-

clusion, la relacion de cubrir se denotara por <.

Un elemento maximal de un subconjunto X de P es un elemento a € X
tal que no existe x € X verificando a < x. Dualmente, un elemento b € X

es minimal si no existe x € X tal que x < b.

Se denomina diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado y
finito P a un grafo cuyos vértices son los elementos de P y las aristas vienen

determinadas por la relacion de cubrir.

Una cota superior de un subconjunto X de un conjunto parcialmente
ordenado P es un elemento a € P tal que x < a para todo x € X. Si ademas,
para cada y cota superior de X, se verifica a < y, entonces el elemento
a € P es el supremo de X. Analogamente, se definen los conceptos de cota
inferior y de infimo del conjunto X. Un reticulo es un conjunto parcialmente
ordenado P para el que cualquier par de elementos de P tiene supremo e

infimo. Usualmente, se denota:
aAb=inf{a,b}, aVb=sup{a,b}.

Un reticulo es completo si cualquier subconjunto suyo no vacio tiene

supremo e infimo.

Una clase importante de reticulos desde el punto de vista combinatorio

son los reticulos distributivos. Un reticulo es distributivo si verifica
zV(yANz) = (xVy A(zVz2)
zA(yVz) = (zAy)V(rAz).
Un tipo especial de reticulo distributivo es el reticulo 2V de todos los

subconjuntos de un conjunto arbitrario N. Cualquier cadena es también un

reticulo distributivo.

A continuacion, se exponen algunos conceptos relativos al dlgebra de inci-
dencia de un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y la formula

de inversion de Mobius.
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Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y K un cuerpo

(usualmente R o C). Se dice que
f:PxP—K

es una funcion de incidencia de P sobre K si f(x,y) = 0 cuando x £ y.
Esta definicién implica que una funcién de incidencia es forzosamente nula
cuando se evaltia sobre pares que no constituyen intervalos de P. Se denotara
por I (P,K) al conjunto formado por las funciones de incidencia de P sobre
K. Este conjunto tiene la estructura de espacio vectorial con las operaciones
de suma de funciones y producto por un escalar. Ademés, puede definirse
una segunda operacion interna denominada producto o conwvolucion de la

siguiente forma:
(fxg)(@y)= D [fl(x,2)g(zy)
{zw<z<y}

para cualquier (z,y) € P x P. Esta operacion interna x tiene como elemento

neutro a la funcion 6 de Kronecker

1 sixz =y,
5<x,y>={ Y

0 en otro caso.

El conjunto I (P, K) junto con las operaciones suma, producto por un escalar
y convolucién constituye un algebra sobre el cuerpo K, designada habitual-

mente por dlgebra de incidencia I (P,K) .

Una funcion de I (P,K) es la funcion zeta (, definida por

C(x,y)Z{ bosiesy

0 en otro caso.

Para el conjunto parcialmente ordenado y localmente finito de todos los
subconjuntos de un conjunto finito N, fijado cualquier S € 2V, S # 0, la

funcion zeta darfa lugar a la funcion (g : 2V — R,

1 siSCT,

0 en otro caso,

Cs(T)ZC(S,T)Z{
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que puede reconocerse como un juego de unanimidad. Esta forma de inter-

pretar los juegos de unanimidad es utilizada por Faigle y Kern [30].

Dada f € I (P,K), la funcién inversa para la convolucion existe si y solo
si f(x,z) # 0, para todo z € P. Ello implica, que la funcion zeta ¢ posee
inversa a la que se denomina funcion de Mobius de P y se simboliza por pu.

Su célculo puede realizarse mediante las siguientes formulas recurrentes

1 six =1y,
u(x,y)z{

o Z{z:x§z<y}u (z, 2) siz <yen P.

Como resultado fundamental relacionado con la funciéon de Mo6bius hay
que resaltar la formula de inversion de Mdbius, la cual establece que si P
es un conjunto parcialmente ordenado en donde cualquier ideal principal del
orden es finito y si f,¢g : P — C, entonces, para todo x € P, se verifica que

g@) = _f=f@=> nyr)gQy).

y<z y<z

Si P es el algebra booleana 2%, la funcién de Mobius de P viene dada
por
(T, S) = (1)

De aqui, que la formula de inversion de Mobius para 2V establezca lo

siguiente: si f,g: P — C, entonces

g(S)=> f(I) = f(S) =Y (1) Mg,

TCS TCS

Por tltimo, si P es un reticulo finito y existe algin elemento x € P tal

que = # 1, entonces, una consecuencia inmediata de [74, Corolario 3.9.3] es

Z w(z, 1) = 0.

zeP

que
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1.3 Cooperacion parcial

En el modelo general de juegos cooperativos se supone que no hay restric-
ciones a la cooperacidon entre los jugadores y, por tanto, cada subgrupo de
jugadores puede unirse formando una coaliciéon. Sin embargo, hay situaciones
en las que la cooperacion entre los jugadores no es completa por ciertas ra-
zones. Por ejemplo, puede haber jugadores que no quieran coaligarse por no
ser afines, no tener intereses comunes o simplemente por existir algin tipo

de veto a su participacion.

En opiniéon de Harsanyi y Selten |37, existen importantes clases de juegos
intermedios entre la cooperacion completa y la no cooperaciéon absoluta, para
los que no existen conceptos de solucién satisfactorios. La aproximacion mas
simple a la cooperacion parcial, incorporando condiciones restrictivas a la
formacion de coaliciones entre los jugadores, es el modelo de Aumann y
Maschler [1] sobre juegos con estructuras de coalicion. En este modelo, los
jugadores se subdividen en clases formando una particion del conjunto total.
Es decir, una estructura de coalicion es una particion B = {By,..., By}
del conjunto N de jugadores de tal forma que la cooperacion es tinicamente
posible entre los jugadores que pertenecen a un elemento B; de la estructura
de coalicion y dentro de él la cooperacion es total. Posteriormente, Aumann
y Dréze [2] introducen de forma axiomética el concepto de valor de un juego
restringido por una estructura de coalicion y establecen que la restriccion
de dicho valor, a cada elemento de la particion, es el valor de Shapley del

subjuego (B;, vg,).

Otros trabajos que han desarrollado esta linea de investigacion sobre jue-
gos cooperativos con estructuras de coalicion, son debidos a Davis y Maschler
[23], Owen [60], Hart y Kurz [39], Levy y McLean [44], Winter [79], [80], [81]
y McLean [51]. En estos trabajos se considera el estudio de la cooperacion
parcial cuando la estructura de coalicion ya viene dada de antemano; es

decir, de forma exégena. En una linea paralela, la formacion endogena de
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estructuras de coalicion, implicita en la teoria de conjuntos estables de von
Neumann y Morgenstern, es estudiada por investigadores como Shenoy [72],
Bennett [5], Hart y Kurz [38], [39] y Kurz [43].

El hecho de que, para cada elemento de la estructura de coalicién, la co-
operacion sea total, exige que las relaciones entre los jugadores, en el caso
de darse, sean transitivas. Ello impone una limitaciéon a la aplicacién de
este modelo. Debido a ello, Myerson [53], en 1977, en su trabajo Graphs
and cooperation in games, propone un nuevo punto de vista para modelar la

conducta cooperativa entre los jugadores.

En el modelo propuesto por Myerson, las relaciones bilaterales entre los
jugadores se representan mediante un grafo no dirigido y se entiende que una
coalicion de jugadores es factible si el correspondiente subgrafo inducido por
ella es conexo. Dado un juego cooperativo de utilidad transferible (V,v),
Myerson le asocia un grafo de cooperacion G = (N, F) cuyo conjunto de
vértices IV es el conjunto de jugadores y cuyo conjunto de aristas £ simboliza
las relaciones entre pares de jugadores. Con ello, la funcién caracteristica v,
asociada al juego, se modifica ya que la cooperacion es ahora parcial y da
lugar al juego restringido por el grafo de cooperacion, el cual se representa
por (N,v%), donde v : 2V — R viene definido, para toda S C N, por

S;€8/G

Es decir, el valor de una coalicién en el juego restringido por el grafo
de cooperaciéon es una suma de valores sobre las componentes conexas del

subgrafo inducido por la coaliciéon S.

En general, a la terna (N, v, E) se le denomina situacidn de comunicacion
y, para este modelo de cooperacion parcial, Myerson estudia, como concepto
de solucion, reglas de asignacién de pagos que sean eficientes en las compo-
nentes conexas de la coalicion NV, justas y estables. Esto es, si se denota por

SC™ el conjunto de todas las situaciones de comunicacion definidas sobre el
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conjunto NV,
SCN = {(N,v,E) : (N, E) es un grafo y (N,v) un juego cooperativo},
se investigan aquellas funciones
v:SCN — R, (N,v,E) — (71 (N,v,E), ..., (N,v, E)),
que verifican las siguientes propiedades,

1. Eficiente: Para toda (N,v, E) € SC" y para cualquier S € N/G,

Z%-(N,U,E) =v(S).
ies
2. Justa: Para toda (N,v,E) € SCV y para cualquier {i,;j} € F,
(N, v, B) = %i(Ny v, E\A{i, j}) = 7(N, v, E) = v;(N, v, E\ {i, j}).
3. Estable: Para toda (N,v, E) € SCN y para cualquier {i,j} € E,

%(N7U7E) > %(N,U,E\{i,j}), 7j(N7U7E) > 7j(N7U7E\{i7j})'

Myerson prueba que existe una unica regla de asignaciéon de pagos que
verifica las condiciones de eficiencia y justicia: el valor de Shapley corres-
pondiente al juego restringido (N,v%). Esta regla de asignacion de pagos se

conoce por el nombre de valor de Myerson:

u(N,v, E) = &(N,v%).

El modelo de cooperacion parcial introducido por Myerson ha motivado
una linea de investigacion desarrollada en los trabajos de Owen [61], Borm
[16], van den Nouweland y Borm [57|, Carreras [21]|, Borm, Owen y Tijs [17],
Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18|, Borm, van den Nouweland y
Tijs [19], Potters y Reijnierse [63], Grafe, Mauleon e Inarra [32] y Bilbao y
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Lopez [7], entre otros. Trabajos relacionados también con esta linea, pueden
ser encontrados en Rosenthal [64], [65] y Voshtina [77]. Por otra parte, la
formacion endoégena de coaliciones en situaciones de comunicaciéon es ana-
lizada por Aumann y Myerson [3| y van den Nouweland [59]. Finalmente,
otros modelos que guardan una estrecha relaciéon con el planteado inicial-
mente por Myerson, en tanto que las relaciones entre los jugadores se modela
mediante un grafo no dirigido, son estudiados por Bergantinos, Carreras y

Garcfa-Jurado [6], Calvo y Lasaga [20].

En 1980, en su trabajo Conference structures and fair allocation rules,
Myerson plantea la generalizacion de su modelo de cooperacion parcial con
la utilizacion de hipergrafos de comunicacion ya que, en el caso de que la coo-
peracion se constituyera tinicamente por coaliciones de tres o mas jugadores,
el modelo de representacion mediante un grafo de cooperaciéon no se podria
utilizar. Este estudio es continuado por van den Nouweland, Borm y Tijs
[58]. Por otro lado, y motivados por problemas de optimizacion combinatoria,
surgen otros modelos més generales de cooperacion restringida como el de

Faigle y Kuipers, que seran comentados mas adelante.

La idea que subyace en la generalizacion de Myerson, es la de establecer un
marco mas amplio donde la relacion entre los jugadores no tenga porqué estar
representada por un grafo no orientado, sino que se haga la distincion basica
entre coaliciones factibles y no factibles, aunque aquéllas tengan algin tipo
de estructura predeterminada. Siguiendo esta linea de investigacion, Lopez
[46] y Bilbao [8], [9], [10], comienzan a desarrollar un modelo de cooperacion
parcial basado en los denominados sistemas de coaliciones factibles y sistemas

de particion, los cuales generalizan las situaciones de comunicacion.

El estudio de los sistemas de coaliciones factibles, de los sistemas de
particion y de sus respectivos juegos restringidos se ha continuado con el
andlisis y caracterizacion de los diferentes conceptos de solucion que existen
para cualquier juego cooperativo. En dicho estudio se pone de manifiesto

la importancia del conjunto de coaliciones factibles F y de su estructura



1.3. Cooperacién parcial 25

para la determinacion de los mismos. Estos comentarios implican que sea
especialmente interesante estudiar los valores del juego (IV,v) tnicamente
sobre las coaliciones factibles. Es decir, definir el juego (F,v) con funcion
caracteristica v : F C 2V — R.

Estas ultimas consideraciones conectan con otro modelo de cooperaciéon
parcial, iniciado fundamentalmente por Faigle [28]| y Kuipers [42]. En dicho
modelo, se define el juego cooperativo sobre una familia F de subconjuntos
del conjunto de jugadores, la cual no tiene ninguna estructura determinada
y denominando coaliciones factibles a aquéllas que pertenecen a este subcon-
junto. Posteriormente, se extiende el juego a todas aquellas coaliciones de N
que puedan expresarse como uniéon, no necesariamente tnica, de coaliciones

factibles disjuntas dos a dos.

Enlazando las reflexiones realizadas en los parrafos anteriores, se ha abierto
en los ultimos anos una linea de investigacion (véase Bilbao [8], Bilbao y
Edelman [11] y Bilbao, Lebrén y Jiménez [12]) en la que se asume el modelo
propuesto por Faigle y se estudia un juego cooperativo definido como un par
(F,v), donde
v:F—R wv(d)=0,

siendo F C 2" una familia de coaliciones factibles, en el sentido de Faigle, con
una estructura combinatoria determinada como reticulo, espacio de clausura,

familia intersectante, geometria convexa, matroide o greedoide, entre otras.

Este trabajo de investigacion se sitiia dentro de los estudios que intentan
generalizar las situaciones de comunicacion de Myerson. Esto implica que,
dado un juego (N,v), se introduzca una familia de coaliciones factibles y,
debido a ello, se modifique la funciéon caracteristica del juego (N,v) dando
lugar al denominado juego restringido por el sistema de coaliciones factibles,

el cual est& definido para cualquier coalicion S C N.

De ahi que, recogiendo resultados anteriores de esta linea de investi-

gacion, esta memoria intente avanzar con el objetivo fundamental de ex-
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tender algunos resultados referentes a las situaciones de comunicacion hacia
estructuras més generales de cooperacion parcial. En particular, se estudian
estructuras de coaliciones factibles que son estables para la unién de dos
coaliciones factibles que tengan intersecciéon no vacia y, de manera especial,
se hace hincapié en la axiomatizacion del valor de Myerson y del wvalor de
posicion. Esto, junto con el analisis de los trabajos de Owen, Borm, van den
Nouweland y Tijs, entre otros, desembocara en la utilizacion de espacios de
clausura, geometrias convexas y técnicas de andlisis combinatorio para llegar

a una generalizacion de las ideas expuestas anteriormente.

1.4 Sumario

En el segundo capitulo, se consideran juegos restringidos por un sistema de
coaliciones factibles. Asi, se presentan, en primer lugar, aquellos tipos de es-
tructuras que van a considerarse a lo largo de la memoria, se indican algunas
de sus caracteristicas basicas y se definen los correspondientes conceptos de
juego restringido estableciendo, en lo posible, una relaciéon entre ellos. En
segundo lugar, teniendo en cuenta que, en el modelo de cooperaciéon parcial
que se esta considerando, el juego restringido supone una modificacion de la
funcion caracteristica, es logico que se intente estudiar aquellas propiedades
que posee el juego (N, v) y que se transfieren al correspondiente juego res-
tringido. En particular, se generaliza la transmisiéon de la superaditividad y
el caracter simple y propio del juego (N, v) al juego restringido y, utilizando
condiciones dadas por Faigle sobre familias de coaliciones factibles intersec-
tantes, se establecen hipotesis que implican condiciones suficientes para que
el juego restringido sea convexo cuando lo sea el juego (N, v), extendiéndose
el resultado a una unién finita de familias intersectantes y disjuntas dos a

dos.

También, es natural que se intenten establecer conexiones entre los con-

juntos de solucién correspondientes al juego (N,v) y al juego (N,v%) o
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(N,27), siendo v” y o7 las funciones caracteristicas asociadas a los jue-
gos restringidos derivados de un sistema estable para la union y un sistema
unitario respectivamente. En este sentido, se estudia la relacion existente
entre los cores de los juegos (N,v) y (N, 6f) asi como de los juegos (N, v)
y (N, vf), estableciéndose una relacion de inclusion entre ambos bajo las
hipotesis adicionales que garanticen que el conjunto de imputaciones de am-
bos juegos sean coincidentes. Ademas, se puede asegurar que el juego restrin-
gido (N v ) es equilibrado o totalmente equilibrado si también lo es el juego
(N,v) y que el core del correspondiente juego restringido queda determinado
por las coaliciones factibles. Por tltimo, se estudian las condiciones bajo las
que se mantiene la relacion de dominancia entre imputaciones y, por tanto, la
estabilidad interna y externa de un subconjunto del conjunto de las imputa-
ciones I(v). Utilizando resultados anteriores referentes a la transmision de
propiedades del juego (N,v) al juego restringido, se establecen condiciones
suficientes para que C'(07) y C(v”) sean los tinicos conjuntos estables en los

respectivos juegos restringidos.

El concepto de walor de Myerson generalizado se introduce en el tercer
capitulo. La definicién no incorpora dificultad alguna, ya que se basa en
el valor de Shapley del correspondiente juego restringido por el sistema de
coaliciones factibles. Sin embargo, la generalizacion de la axiomatizacion
clasica del valor de Myerson —eficiencia en las componentes conexas del
grafo que modela las relaciones bilaterales entre los jugadores, justicia y
estabilidad— se ve dificultada por la necesidad de conocer cuél es el concepto
mateméatico que desempena un papel semejante al de las aristas de un grafo
y por la necesidad de estudiar las propiedades de las coaliciones factibles

maximales de cualquier coalicion.

Lo expuesto hace que se haga un desarrollo exhaustivo de las propiedades
de las F-componentes de cualquier coalicion S C N y se introduzcan los
conceptos de soporte y de base de un sistema de coaliciones factibles que

sea estable para la union de coaliciones factibles no disjuntas. Dentro de
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los resultados que se exponen, es importante destacar la unicidad de la base
y el comportamiento de algunas subfamilias de coaliciones factibles como
conjuntos cerrados en un espacio de clausura y en una geometria convexa.
La existencia de una tnica base para cada sistema de coaliciones factibles
estable para la union permitird establecer que existe una estrecha relacion
entre los sistemas de coaliciones que se estan considerando y las denominadas
estructuras de conferencias de Myerson definidas en su trabajo Conference

structures and fair allocation rules (1980).

Una vez realizado el estudio citado en el parrafo anterior, se introducen
los conceptos de regla de asignacion en el conjunto de los sistemas de coali-
ciones factibles que son estables para la unién, de regla de asignacion justa
y de regla de asignacion estable, demostrandose que el valor de Myerson
p: SEN —s R" es la tinica regla de asignacion justa sobre el conjunto de
todas las estructuras de cooperacion (N, v, F), en donde (N,v) es un juego
cooperativo de utilidad transferible y (N, F) es un sistema de coaliciones
factibles que es estable para la unién de coaliciones factibles que tengan in-
terseccion no vacia. Ademaés, se prueba que si el juego (N, v) es superaditivo
y cero-normalizado, entonces el valor de Myerson generalizado es una regla
de asignacion estable en SEV. Se demuestra también que el valor de Myerson

verifica la formula de Shapley

pi (N0, F) =3 4(S) lZuj (N,v, Fs) =Y i (N0, Fsngiy) | 5

SCN jeN jEN

y se dan condiciones suficientes que aseguran cuando el valor de Myerson

generalizado es un vector del core correspondiente al F-juego restringido.

El capitulo cuarto se dedica al valor de posicion generalizado. En primer
lugar, se define el juego de conferencias (C, vc) sobre conjuntos de soportes
no unitarios (de cardinal mayor o igual a dos) correspondientes al sistema de
coaliciones factibles que se esté considerando y se hace notar que este juego
de conferencias, supone una generalizacion del concepto de juego arco intro-

ducido por Borm, Owen y Tijs, en 1992, para situaciones de comunicacion.
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De forma inmediata, se define el valor de posicion generalizado y se inicia un
estudio de sus propiedades y caracteristicas con el fin de intentar conseguir
una axiomatizacion del mismo. Se demuestra que es eficiente respecto a las
coaliciones factibles maximales de la coalicion N y que no es una regla de
asignaciéon justa ni estable. Estas dos ultimas caracteristicas tendran una
influencia importante en la comparaciéon con el concepto de valor de posicion
establecido por van den Nouweland, Borm y Tijs, en 1992, para hipergrafos

de comunicacion.

También se demuestra que es una regla de asignacion aditiva y que satis-
face las propiedades del soporte superfluo y la propiedad de influencia. Estas
propiedades, junto con la eficiencia en las F-componentes de N del valor
de posicion, no permiten una axiomatizacion del mismo en el conjunto SE™.
Sin embargo, puede lograrse una caracterizacion axioméatica del valor de posi-
cion para aquellas estructuras de cooperacion estables para la union, donde

el sistema de coaliciones factibles (N, F) verifica dos condiciones adicionales:

1.- Para cualesquiera S,T € F, con |SNT| > 2, se tiene que SNT € F.

2.- Toda coalicién factible no unitaria se expresa de forma tnica como

uniéon de soportes no unitarios.

Ademas, se relaciona este concepto con el valor de posicion para hiper-
grafos de comunicacion y con la caracterizacion axiomatica dada por Faigle

para el valor de posicion definido sobre juegos de comunicacion general.

Dado que el valor de posicion satisface propiedades que no han sido con-
templadas para el valor generalizado de Myerson, parece oportuno estudiar si
éste las verifica y si éstas podrian dar lugar a otras axiomatizaciones del valor
de Myerson. Asi, se prueba que el valor de Myerson generalizado satisface
la propiedad del soporte superfluo y que no tiene la propiedad de influencia.
No obstante, inspiradas en las anteriores y en estudios analogos de van den
Nouweland para situaciones de comunicacion, se introducen las propieda-

des anonima para los jugadores, del jugador superfluo y la propiedad fuerte
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del soporte superfluo, que permiten nuevas caracterizaciones axiomaticas del

valor de Myerson generalizado en el conjunto SEY.

Las caracteristicas de linealidad del valor de Myerson y del valor de posi-
cion generalizado hacen que los dividendos del juego restringido por el sistema
de coaliciones factibles y del juego de conferencias sean determinantes para
el computo efectivo de ambos valores. De ahi, que se recojan, en diferentes
secciones de los capitulos tercero y cuarto, resultados referentes al célculo
de dividendos. De forma especial y utilizando la formula de inversiéon de
Mobius, se pone de manifiesto que los dividendos del juego de conferencias
(C , vc) pueden expresarse en funcion de los dividendos del juego (N, v) siem-
pre que se consideren determinados sistemas de coaliciones factibles estables
para la union. De igual forma se hace para los dividendos del juego restrin-
gido (N ,v7 ), demostrandose que se pueden determinar en relacion con la

funcion caracteristica del juego (N, v).

Por otra parte, con la intenciéon de calcular méas facilmente el valor de
Myerson y el valor de posicion generalizado correspondiente a un determinado
jugador, se demuestra que, para ello, es suficiente considerar la componente

factible maximal de la coalicion N a la que pertenezca el jugador.

El capitulo quinto se dedica a establecer una relacion entre los juegos
(N, v” ) y (C,vc), a completar el estudio de aquellas propiedades que se
heredan del juego (N, v) y a analizar también la transmision de propiedades
entre ellos. En particular, se estudia la transferencia de la superaditividad,
el cardcter equilibrado y la convexidad entre el juego de conferencias (C, v°)
y el juego restringido (N, v”), demostrandose que es suficiente que el juego
de conferencias sea no negativo —junto con la superaditividad, el carécter
equilibrado o la convexidad— para que la funcién caracteristica del juego
restringido tenga la misma propiedad, y comprobandose que lo reciproco no

es clerto.

Finalmente, se analiza la relacion de convexidad entre el juego (N,v) y el

juego (C, vc) dandose condiciones bajo las que la convexidad del juego (N, v)
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es heredada por el juego de conferencias. Para ello, ser& necesario generalizar
un resultado establecido por Shapley en 1971 en el que se proporciona una
nueva caracterizacion de la convexidad de un juego cooperativo de utilidad
transferible. Los resultados precedentes, permitiran indicar cudndo puede
asegurarse que el valor de posicion generalizado pertenece al core del juego
restringido ya que, de forma general, sélo puede afirmarse que éste pertenece

al conjunto de preimputaciones del correspondiente juego restringido.
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Capitulo 2

Juegos restringidos y conjuntos

solucion

En este capitulo, se introducen los diferentes tipos de estructuras de coa-
liciones factibles que van a ser relevantes en este trabajo de investigacion.
De igual forma, dado un juego cooperativo de utilidad transferible (N, v),
se definen los diferentes conceptos de juegos restringidos por los sistemas
de coaliciones factibles que van a considerarse y, teniendo en cuenta que se
estd en un contexto determinado de cooperacion parcial —el cual implica una
modificacion de la funcion caracteristica del juego (N, v), debido a la existen-
cia de coaliciones que no son factibles—, se intentan establecer, cuando sea
posible, relaciones entre el juego (IV,v) y el correspondiente juego restringido

por la cooperacion parcial.

Posteriormente, se analizan algunos conceptos de soluciéon que asocian
a cada juego un conjunto de vectores de pago eficientes. En particular, se
estudia la conexion entre el core del juego (N,v) y el core de los juegos res-
tringidos por un sistema unitario y un sistema estable para la union, asi
como la transmision del caracter equilibrado del juego. También, se tratara
de relacionar la dominancia en el juego (N, v) con la dominancia en los jue-

gos (N,o%) y (N,v”), de forma que el conocimiento de cierta dominancia

33
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entre imputaciones, cuando hay cooperaciéon total, permita conocer si esa
dominancia se mantendria al imponer ciertas restricciones a la cooperacion.

De igual manera se plantea el problema inverso.

2.1 Juegos definidos en sistemas de conjuntos

Se ha justificado la necesidad de estudiar modelos més generales en los
que se tengan en cuenta las posibles restricciones a la cooperacion entre
los jugadores. Aqui se analizaran estructuras de coaliciones factibles que ya
tienen algin antecedente en otros trabajos de cooperacion parcial y/o tienen,

ademas, una interpretacion logica y real en el campo de la cooperacion.

2.1.1 Sistemas unitarios

En primer lugar, se consideraran familias de conjuntos en las que el conjunto

vacio y las coaliciones individuales sean coaliciones factibles.

Definicion 2.1 Un sistema unitario es un par (N,F), con F C 2V, que

satisface el siguiente axioma:

(A1) O € F y el conjunto {i} € F, para todo i € N.

En un sistema unitario, cualquier coaliciéon S C N puede expresarse como

union disjunta de coaliciones factibles ya que
s =Jfi}-
i€s
Ahora bien, esta particion de S en coaliciones factibles no tiene porqué

ser tnica. En general, dado S C N se denotard por Pz(S), al conjunto
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formado por todas las particiones de S en coaliciones factibles no vacias,
entendiéndose que Pz(0) = {0}.

Definicion 2.2 Sea la terna (N, v, F), donde (N, F) es un sistema unitario
y (N, v) un juego de utilidad transferible. Se denomina juego con cooperacion

restringida por el sistema unitario (N, F), al par (N, ff) con

772N — R, 97(S5) = max {Z v(T;) : {Ti},cr € P}'(S)} :

el

La definicion dada de juego de cooperacion restringida por un sistema uni-
tario es una extension, a cualquier coalicion de jugadores, de la utilizada por
Faigle |28] en el estudio de juegos con cooperacion restringida y por Bergan-
tinos, Carreras y Garcia-Jurado [6] cuando consideran grafos de comunicacion

para reflejar situaciones de incompatibilidad entre algunos jugadores.

Es inmediato observar que, para cada S C N, se verifica

#(9) > Y o({i}).
i€s
Ademas, el juego asi definido es siempre superaditivo. Un estudio completo
de las propiedades que se transmiten del juego (N, v) al juego (N, f;f) puede

encontrarse en [46].

2.1.2 Sistemas estables para la unién

En esta subseccion se va a considerar la cooperacion parcial originada por
un conjunto de coaliciones factibles con la siguiente propiedad: siempre que
dos coaliciones factibles tengan una intersecciéon no vacia, la uniéon de ambas
es una coalicion factible. Estas estructuras de coaliciones, se denominaran

U-estables y tienen una interpretacion logica dentro de la cooperacion parcial
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ya que, si dos coaliciones factibles tienen elementos comunes, éstos pueden
ejercer de intermediarios entre ambas para formar una coalicion factible mas
amplia, constituida por el grupo total. Un caso particular de familias de coa-

liciones factibles U-estables lo constituyen las situaciones de comunicacion.

Definicién 2.3 Un sistema U-estable o estable para la union es un par
(N, F), con F C 2~ verificando que

A BeF, AnB#() = AUBEeF.

Ejemplo 2.4 Sea N ={1,2,...,n}, para algin nimero natural n y considé-
rese la coleccion L, constituida por el conjunto vacio y todos los conjuntos
de la forma [i, 7] = {i,i+1,...,5 — 1,5}, para 1 < i < j < n. En este
modelo, que corresponde a una situacion de votacion en un orden politico
unidimensional estudiada por Edelman [27] y que tiene un antecedente en el

policy order de Azelrod [4], el par (N, L,) es un sistema U-estable.

Ejemplo 2.5 Una situacion de comunicacion es una terna (N,v, E), donde
(N,v) es un juego y (N, E) es un grafo. En el contexto de las situaciones de
comunicacion, introducidas por Myerson [53] e investigadas por Owen [61],
Borm, Qwen y Tijs [17], y Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18], el
par (N, F), donde

F={SCN: (S E(S)) es un subgrafo conexo de (N, FE)},

es un sistema U-estable.

Es importante resaltar que, dado un sistema U-estable, éste no siempre
puede ser modelado mediante un grafo de comunicacion. En efecto, considé-
rese el par (N, F), donde N = {1,2,3,4} y la familia

F = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2,3}, {2.3,4}, N}.
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N Puede comprobarse que (N,F) consti-
(F,Q) tuye un sistema estable para la unién que

no coincide con la familia de subgrafos

{2,3,4} conexos de ningin grafo. Esto es debido

‘ l a que cualquier grafo (N, E) se define
{4} mediante parejas {i,j}, lo cual implica

que deben existir forzosamente coalicio-

nes factibles formadas por dos elementos

0 y esta propiedad no se verifica para la fa-

FiGcura 2.1 milia de coaliciones F considerada.

Ejemplo 2.6 Sea N = {1,2,3,4} y considérense los sistemas de coaliciones
(N, Fy) y (N, F) dados por

Fi={{1}, {4}, {1,2},{2,3},{2,4},{1,2,3}, {1,2,4},{2,3,4}, N},
Fo = {1}, {2}, (31, {41, {1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {3, 4}, N},

A través de la representacion de (Fi, C) y (Fo, C) puede examinarse fa-
cilmente si los sistemas son U-estables. Asi, (IV,F;) constituye un sistema
U-estable ya que, como puede comprobarse (ver diagramas de la Figura 2.2),
siempre que dos coaliciones factibles tienen interseccién no vacia, su unién
es una coalicion factible. El par (N, F,) no es un sistema U-estable puesto

que, por ejemplo
{1,2},{1,3} € F, verifican {1,2} N {1,3} # 0,

y, sin embargo,

{1,2} U{1,3} ={1,2,3} ¢ F>.
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(F2, C)
{1,2} ‘ {3,4}

2} 31 e{4}

FIGURA 2.2

Definicién 2.7 Sean F C 2V y S C N. Se dice que T C S es una F-
componente de S si T € F y no existe T € F tal que T C T' C S.

Es decir, las F-componentes de .S son las coaliciones factibles maximales

pertenecientes a F y contenidas en S.

En adelante, para toda S C N, se denotara por C'z(S) al conjunto de

coaliciones factibles maximales de S en (N, F); es decir,
S+ Cx(S) = {T :T es F-componente de S} C 2°.

Obsérvese que el conjunto C'x(S) puede ser vacio. Esto significa que no existe
ninguna coalicion factible contenida en S y, este hecho, tendra connotaciones
a la hora de introducir el juego restringido por la cooperacion parcial definida

por la familia F.

En el Ejemplo 2.5 se ha puesto de manifiesto que, dada una situacion de
comunicacion (N, v, E), el par (N, F), donde

F={SCN: (S, E(S)) es un subgrafo conexo de (N, FE)},
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es un sistema de coaliciones factibles U-estable. En este caso, las F-com-
ponentes de cualquier coalicion S C N son las componentes conexas del
subgrafo (S, E(S)) y constituyen una particion de S.

El siguiente resultado da una caracterizacion de un sistema estable para

la uniéon en relacién con las coaliciones factibles maximales.

Proposicion 2.8 Sea el par (N,F) con F C 2N. Entonces, (N,F) es
U-estable si y sdlo si, para cualquier S C N tal que Cx(S) # 0, las F-

componentes de S constituyen una particion de un subconjunto de S.

Demostracién: Sean (N, F) un sistema U-estable y C#(S) = {Sk}ck-
Considérense S;, S; € Cx(S), i # j. Si S;NS; # 0, entonces S; US; € F
y S;US; € S. Ello contradice que S; y S; sean F-componentes de S. Es
evidente, por definicion de F-componentes de S, que (J,xSk C S.
Reciprocamente, supongase que para cualquier S tal que Cz(S) # (), sus
F-componentes forman una particiéon de un subconjunto de S. Si se razona
por reduccion al absurdo, admitiendo que (IV, F) no es U-estable, ello implica
la existencia de coaliciones A, B € F,con ANB # 0y AUB ¢ F. De aqui,
debe existir C; € Cr(AUB), con A C C;y Cy € Cx(AU B), con B C (s
tal que C; # (5. Esto, contradice el hecho de que las F-componentes del

conjunto A U B son disjuntas. O

De la proposicion se desprende que las F-componentes de cualquier coali-
cion S, Cx(S) = {Sk}rek, forman una particion del conjunto | J,c . Sk. Ob-
sérvese que si (IV,F) es un sistema U-estable, que ademéas es un sistema
unitario, entonces se verifica que, para todo S C N, el conjunto de las F-

componentes de S forman una particion de S y es siempre distinto del vacio.

También, puede notarse que la definicién de F-componente es véilida para,

sistemas unitarios. En este caso, para cualquier S C N, las F-componentes
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de S constituyen una coleccion {7 }rex C 2° tal que

keK

Ahora bien, las F-componentes de S no forman necesariamente una par-
ticion de S. La Proposicion 2.8 asegura que si el sistema (N, F) no es estable
para la union, entonces las F-componentes de cualquier coalicion S C N, no

tienen porqué constituir una particion de la coalicion S.

Teorema 2.9 Sea la terna (N,v,F), siendo (N,F) un sistema unitario y
(N, v) un juego superaditivo. Sea S C N tal que las F-componentes de S for-
man una particion de la misma, entonces el juego de cooperacion restringida
(N, o%) verifica

7 (S) = o(T),

keK

siendo {Ty}rex € Px (S) la particion de S en sus F-componentes.

Demostraciéon: Sea S C N. Por definiciéon

7% (S) = max {Z v(S;) : {Si}ies € 73;:(5)} .
iel

Por hipotesis, las F-componentes, {T}rer, de S forman una particion

de S. De ahi, teniendo en cuenta que son coaliciones factibles maximales
en S, resulta que cada S; € {S;}icr € P#(S) esta contenida en una y sélo
una F-componente de S. Esta relacién no tiene porqué ser inyectiva aunque
es sobreyectiva. Asi, si se denota por {S¥ Sk ..., S}’;} a aquellas coaliciones
factibles de la particion {Si}ic; € P#(S) tal que Sf C T, con 1 < j < p,

entonces

Jsi=m.
j=1
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ya que, obviamente, ?:1 S]’iC C T} v, si existiera un elemento a € T}, tal que

a ¢ Ji_, S} resultaria que
a€TyCS = a€S, S, #S5] = a€S CT,, h#k,

con lo que a € Ty N T}, lo cual contradice el hecho de ser {T;}rex € Pr(S).

El razonamiento anterior implica que

S u(sh) < (U sf) — o(T}),

Jj=1

por ser (N, v) superaditivo. Por tanto, reagrupando todas aquellas coaliciones
S; € {Si}ier € Px(S) que estén incluidas en una misma F-componente y

aplicando el caracter superaditivo del juego (IV,v), se tiene que

Zv(Si) < Zv(Tk), para cada {S;}ier € P£(S),

el keK

con lo que 07(S) =, v(Tk). O

Una estructura de cooperacion estable para la union es una terna (N, v, F)
donde (N, v) es un juego cooperativo de utilidad transferible y el par (N, F)

es un sistema de coaliciones estable para la union.

Definicion 2.10 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para la

union. Se denomina F-juego restringido al par (N, vf), con

>oow(T) st Cx(S) #0,
vF 2V s R 0T (S) = { TeCH(S)
0 en otro caso.

Teniendo en cuenta el Ejemplo 2.5, puede observarse que la definicion
anterior constituye una generalizacién del concepto de juego restringido por

un grafo de comunicacion dado por Myerson (1977) [53].
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Dos clases especiales de sistemas de coaliciones que son estables para la
union, lo constituyen los sistemas de particion [46], [9] y las familias inter-
sectantes [33].

Definicion 2.11 Un sistema de particion es un par (N,F), con F C 2V,

que satisface los siguientes axiomas:

(A1) O € F y el conjunto {i} € F, para todo i € N.

(A2) Para toda S C N, los subconjuntos maximales de S en F (F-compo-

nentes de S) forman una particion de S, denotada por

HS - {Sla---ask}-

Es inmediato que la Proposicion 2.8 permite garantizar que un sistema
unitario es un sistema de particion si y solo si es estable para la union y,
obviamente, los pares (N, F) donde N = {1,2...,n},

f:2N y ]::{@,{1},7{”}}7

son los sistemas de particion maximo y minimo.

El par (N, L,,) considerado en el Ejemplo 2.4 y el par (N, F) del Ejemplo

2.5 son casos particulares de sistemas de particion.

El juego restringido por un sistema de particién, como caso especial de
sistema de coaliciones U-estable, viene definido de igual forma. Ademas,
puede observarse que si, en la terna (N, v, F), el par (N, F) es un sistema de
particion y el juego (N, v) es superaditivo, entonces coinciden las funciones
caracteristicas asociadas al juego con cooperacion restringida por el sistema

F

unitario y por el sistema de particion; es decir, 77 = v”. No obstante, en

general se verifica la desigualdad

v7(S) < o7 (S9), para toda S C N.
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Si (N,F) es el sistema de particion del Ejemplo 2.5 y (N,v) es su-
peraditivo y cero-normalizado, entonces el correspondiente juego restringido

(N, vf) es denominado ['-component additive game por Potters y Reijnierse
[63] .

Otro caso especial de sistema de coaliciones estable para la union, y que
serd importante en la transmision de la convexidad, lo constituyen las familias

intersectantes.

Una familia intersectante es un sistema de coaliciones estable para la

union, (N, F), en el que se verifica, ademas, la siguiente condicion:
Si S, T e€F,con SNT #(, entonces SNT € F.

Se dira que es unitaria si ademas, (N, F), es un sistema unitario.

Se estudian, a continuacién, algunas propiedades de la funcion carac-
teristica asociada al juego restringido por un sistema U-estable y por un sis-
tema de particion, intentando determinar qué propiedades del juego (N, v)
se trasmiten al juego (N, vf). De forma inmediata, puede establecerse que si

(N, v, F) es una estructura de cooperacion estable para la union se verifica:
(a) Si S € F, entonces v”(S) = v(9).
(b) Si v es cero-normalizado, también v* lo es.

(c) (vjr)jE = o7,

Previamente, con el objetivo de establecer condiciones bajo las que se
transfiere la superaditividad del juego (NN, v) al juego (N, vf), se expone el

siguiente resultado.

Proposicion 2.12 Sea (N, F) un sistema de particion. Sean A, B C N dos

coaliciones disjuntas. Si{A;}icr y{Bj}jes son las respectivas F-componentes,
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entonces las coaliciones factibles mazimales de AU B son [l 4up) = {Ci}her,

stendo

C = (UAz) U (UBj>,conI'gI, JCI T #0

i€l jer

o bien C; = Ay, 0 Cy = B,, para ciertos k € I, p € J.

Demostraciéon: Sea A; € II4 (el razonamiento es similar con B; € Ilp).
Ello quiere decir que A; € F y que es una coalicion factible maximal en
A. Puede que, ademéds, sea maximal en AU B con lo que A; € Il 4up). Si
no lo es, significa que al conjunto A; se han de anadir ciertos elementos (N
es finito) que lo convierten en una coaliciéon factible maximal de la unién y
dichos elementos, no pueden ser exclusivamente pertenecientes a A ya que
A; es maximal en A. Sea, entonces, A; U {ay,...,a,,b,...,b,} € F siendo
{ar,...;a,} T A\ Ay {by,....,0} € B (ANB =10). Como a; € A\ A,
puede admitirse, sin pérdida de generalidad, que a; € A; (A; # A;) lo que
implica, teniendo en cuenta que es un sistema de particion y por tanto estable

para la unién, que

AiU{al,ag,...,a,,bl,...,bh} e F
a, € Ay, Ay € F ==
(AiU{al,aQ,...,ar,bl,...,bh})ﬂAl 7é(b

A;UA U {ag, ... am,by, ... by} € F.

Razonando, de igual forma, con los deméas elementos se llega a que una

coalicion factible maximal de la union estaria formada por

C = (UAz) U (U Bj)wonl’gf, JCU T, £0.

ier jeg

O

En el siguiente ejemplo, se pone de manifiesto que la proposicion anterior

no es cierta, en general, para sistemas estables para la union. En ello, es
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determinante que las coaliciones unitarias no son, necesariamente, coaliciones
factibles.

Ejemplo 2.13 Sea N = {1,2,3,4,5,6,7} y considérese, en primer lugar, el
sistema U-estable (N, F), con F = {{4,5},{6,7},{1,2,3}}. Sise toman las
coaliciones A = {1,2,4,5} y B = {3,6,7}, se tiene que

Cr(A) = {{4,5}}, Cx(B) = {{6,7}},
y, sin embargo, Cx (AU B) = {{4,5},{6,7},{1,2,3}}.
En sequndo lugar, si se considera, ahora, el sistema U-estable (N, F) con
F={{4,5},{6,7},{1,2,3,4,5}},
se verifica que, para las mismas coaliciones A y B indicadas anteriormente,
Cr(A) = {{4,5}}, Cx(B) = {{6,7}},
y, Cr(AUB) = {{1,2,3,4,5},{6,7}}.
Por dltimo, dado el sistema U-estable (N, F) con N ={1,2,3,4,5} y
F={{1,2,3,4},{3,4,5},{1,2,3,4,5}},

obsérvese que si A = {1,2} y B = {3,4}, entonces Cr (A) = Cx(B) = 0,
mientras que Cr (AU B) = AU B.

Teorema 2.14 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable

para la union. Si (N,v) es superaditivo y cero-normalizado, entonces

(a) v7(S) < wv(S), para toda S C N.

(b) (N,v”) es superaditivo.
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Demostracion: (a) Sea S C N. Si Cx(S) = ), es inmediato. Supongase
que Cz (S) # (). Teniendo en cuenta la Proposicion 2.8, las F-componentes
de cualquier coalicion S, {Si},cx, forman una particion de un subconjunto
de S. Entonces,

v (S) = u(Sk) < v (U sk> < u(9),

kEK keK
ya que (N, v) es superaditivo y, por ser cero-normalizado, mon6tono.

(b) Sean las coaliciones A, B C N, con ANB = 0. Si Cr(A) = {Ai},o;
y Cr(B) = {Bj},c,, resulta que toda coalicién factible maximal de A y
de B verifica una, y so6lo una, de las dos siguientes condiciones: o es una F-
componente de AUB o esta contenida estrictamente en una coalicion factible
maximal de AU B. Entonces, si se considera el conjunto C'z (A U B) definido

por
{S S C]:(A U B) :dA; € C]:(A) con A; C So HB] S C]:(B) con Bj - S},

se clasifican las coaliciones factibles maximales de A y B segin sean o no
F-componentes de la union, y reagrupando aquellas coaliciones factibles ma-
ximales de A y B que estén contenidas en una misma S € Cz (AU B), se

tiene

v (A) +0T(B) = D u(A)+ D u(By)

AiEC]:(A) BjGCy:(B)

= > v+ ) u(By)

A;€Cr(AUB) B;eCx(AUB)

+ Z ZU(Ai)"‘ ZU(B]-)

SeCy(AuB) [AiCS B;CS

Z v(4;) + Z v(B))

A;€Cr(AUB) B;eCx(AUB)

IN
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+ Z v(S)

S€eC(AUB)

< > w(S)=v"(4uB),

SeCx(AUB)

ya que AN B = (), las F-componentes son siempre disjuntas entre si, v es
superaditivo y, por ser cero-normalizado, monétono.
Obviamente, si Cz (A) = () o bien Cx (B) = (), puede hacerse un razona-

miento anélogo. 0

Obsérvese que en el caso particular de que todas las coaliciones unitarias
sean factibles, puede suprimirse la hipotesis de que el juego (IV,v) sea cero-

normalizado.

Teorema 2.15 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de particion.

Si (N,v) es superaditivo, entonces

(a) v7(S) < wv(S) para toda S C N.

(b) (N,v") es superaditivo.

Demostraciéon: La prueba de que v”(S) < v(S), para todo S C N, es
analoga a la del apartado (a) del teorema anterior. Unicamente conviene
precisar aqui que, en este caso, las F-componentes de S forman una particion
de Sy, por tanto, no es necesario que el juego sea cero-normalizado.

De igual forma, para la demostracion del apartado (b) puede utilizarse
un razonamiento bastante andlogo a su homologo en el teorema anterior. No
obstante, la Proposicion 2.12 lo simplifica ya que o bien algunas coaliciones
factibles maximales de la union, {C},.,, coinciden con algunas de las de los

conjuntos A, B, o bien son de la forma

C = (UAz) U (UBJ>,conI'gL JC I T

il jeJ’
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Reagrupando las F-componentes de A y B, y aplicando el caracter su-

peraditivo del juego (IV,v), se tiene

v (A) + 07 (B) =D w(A) + > u(B;) <> w(C) =v"(AUB).

1€l JjeJ leL

Teorema 2.16 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable

para la union. Si (N,v) es cero-normalizado, simple y propio, entonces
(a) (N, vf) es simple y propio.
(b) v7(S) = max{v(S;) : S; € Cx (S)}, para cada S C N.

Demostracion: (a) Sea S C N. Debido al apartado (a) del Teorema 2.14,
vF(S) < v(S). Luego, al ser v(S) € {0, 1}, resulta que v (S) < 1. Por otro
lado, teniendo en cuenta que v”(S) = Y, v(Tk) siendo v(T}) € {0,1},
se tiene que v7(S) € {0,1}. Ademas, si A C B C N, el apartado (b) del

Teorema 2.14 implica que

v (B) > o7 (A) + vF(B\ A) > v7(A)

con lo que v¥ es monétono. Por dltimo, por ser (N, vf) superaditivo, es
propio.
(b) Es inmediato. 0

Logicamente, el Teorema 2.15 permite que el resultado anterior pueda

formularse, para sistemas de particion, de la siguiente forma.

Teorema 2.17 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de particion.

Si (N,v) es simple y propio, entonces

(a) (N, U]:) es simple y propio.
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(b) v7(S) = max{v(S;) : S; € lls}, para cada S C N.

La monotonia del juego (N, v) no se transmite al juego v’

a 1o ser que
(N,v) sea también superaditivo y cero-normalizado. No obstante, puede
darse una condicion local: supongase que A C By Cr(A) = {44,..., A},
Cr(B) = {By,...,B,}; entonces para cada A; € Cr(A) existe una tnica
B; € Cx (B) tal que A; C Bj. Si esta relacion establecida entre las coalicio-
nes factibles maximales de A y B es una-a-una (es decir, dos componentes
diferentes de A estan contenidas en diferentes componentes de B) y (N, v)
es un juego mono6tono y cero-normalizado, entonces v7 (A) < v”(B) ya que
k p
oFA) =) o(A) < Y w(By) <) w(B)) =" (B).
=1 j=1

g {B;:AiCB;}

En resultados anteriores se ha mostrado que si (N,v) es superaditivo
y cero-normalizado, entonces el juego restringido por un sistema U-estable
(N, vf) también lo es. Sin embargo, bajo hipotesis analogas, la convexidad
no es transmitida, de forma general, al correspondiente juego restringido por
un sistema estable para la uniéon. Un ejemplo bien conocido puede encon-
trarse en [57]. Para estudiar las condiciones estructurales que tendrian que
cumplirse para que se transmitiera la convexidad, se introducen los siguientes

conceptos.

Faigle [28] considera una terna (N, v, F) donde F es un conjunto de coa-
liciones de N (no exige que () € F, ni que {i} € F, para todo i € N, con
lo que (N, F) no es necesariamente un sistema unitario) y v : F — R un
juego. Denomina F al conjunto de coaliciones de N que pueden expresarse

como uniones disjuntas de elementos de F. Es decir, si A € F, entonces
A=A UAU...UA, A eF, i=1,...,pyANA; =0 con i#j,
y define la funcion o : F — R como

v(A) = max {Z U(Ai)} :

=1
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donde el méaximo se toma cuando se recorren todas las posibles particiones
de A en elementos de F. Con estas ideas y condiciones, Faigle [28, Lema 11|

demuestra que si (N, F) es una familia intersectante y
v(A) +v(B) <v(AUB)+v(ANB),

para cualesquiera A € F, B € F, con AN B # (), entonces
v(A)+9(B) <9(AUB)+9(ANB),

para A € F, B € F.

Proposicion 2.18 Sea (N,F) una familia intersectante. Sean A,B C N
dos coaliciones no disjuntas. Si Cr(A) = {Ai},; y Cr(B) = {Bj}c;
entonces cada F-componente del conjunto ANB es de la forma A;NB;, para

algin i € T y algin 7 € J.

Demostracion: En primer lugar, por hipotesis si 4; N B; # (), entonces
A;,NB; € F. Ademés, si S € F, S C ANB, se tieneque S C A, S C By, por
tanto, S C A;, S C B; para un tnico ¢ y un dnico j. De ahi, toda coaliciéon
factible contenida en A N B, esta incluida en una unica coalicion factible
A; N B;. Ello determina que éstas son las coaliciones factibles maximales en

la interseccién. O

Obsérvese que si (N, F) es una familia U-estable, no necesariamente inter-
sectante, se puede asegurar que cada F-componente del conjunto interseccién

es una coalicion factible maximal de un tnico conjunto de la forma A; N B;.

Proposicion 2.19 Sea (N,F) un sistema U-estable. Si S C N se puede
expresar como una union de coaliciones factibles, no necesariamente disjun-
tas entre si, entonces las F-componentes de S forman una particion de la

mMisma.
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Demostracion: Sea S = J,cx Sk, con Sy, € F, para todo k € K. Considé-
rese Cr (S) = {1}, Es inmediato que

Uzcs.
jeJ

Por otro lado, x € S = J,cx Sk, implica que 2 € Sy, para algin k € K
y, de ahi, x € Sy C T}, con T, € Cx(S). Por tanto, S C Ujes
la igualdad. O

T; y se verifica

Notese que el resultado anterior indica que toda coalicion S que verifique

la hipotesis de la proposiciéon pertenece a F.

Teorema 2.20 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) una familia intersectante
y (N,v) un juego cero-normalizado. Si (N,v) es convezo, entonces (N, v")

también lo es.

Demostraciéon: Habria que demostrar que, para todo par de coaliciones
A, B C N, se verifica

vF (AUB) + 07 (AN B) > o” (A) + 7 (B).

Si AN B = (), es inmediato. En efecto, por hipotesis, (INV,v) es convexo
y, por tanto, superaditivo. Aplicando el Teorema 2.14, (N, vf) es también
superaditivo y
v" (AU B) > v (A) +0v” (B).

Supongase que AN B # 0. Si Cr(A) = {Ai},, v Cr(B) = {Bj}e
aplicando que A O J,.; A4, B 2 UjEJ

cero-normalizado y, por tanto, mondtono, se tiene

B; y que (N, vf) es superaditivo,

v7 (AU B)+v” (AN B) > v” ((UAZ-) U (U Bj>)+vf U inBy)

i€l JjeJ 1€l
JjE€J
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Por otro lado, considérese la restriccion de la funcion caracteristica v a la

familia F y, teniendo en cuenta los razonamientos previos, puede definirse

7:F — R 5(5) = max {Zv(s,-) :{Si}ics € Pr (S)} .
iel
Como (N, v) es convexo, es superaditivo. Asi, por medio de los razona-
mientos contemplados en el Teorema 2.9, se deduce que, para toda coalicion
S e F, 5(S) =v7(9), ya que, en este caso, las F-componentes de S forman
una particion de la misma segin la Proposicion 2.19.
Utilizando el resultado de Faigle |28, Lema 11|, ¥ es supermodular y, de

ahi, se tiene

v (AUB)+v" (ANB) > o (UAZ)U(UBJ-))

iel jeJ

+ U}- U (Az N BJ)
jes

< (()(u)

jes

v

S
-
&

N—————

+

S
-
&
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= v (A) +v7(B).

En el razonamiento efectuado, se ha supuesto que los conjuntos Cx (A4) y
C# (B) son no vacios. Si alguno de ellos lo fuera, la Proposicion 2.18 asegura
que Cr (AN B) =0y, por tanto

v (AUB) + 07 (AN B) =% (AUB) > v” (4) + v (B).

O

El resultado anterior se verifica para familias intersectantes unitarias, sin

exigir que el juego (IV,v) sea cero-normalizado.

Teorema 2.21 Sea la terna (N,v,F), siendo (N,F) una familia intersec-

tante unitaria. Si (N,v) es convexo, entonces (N, U]:) también lo es.

Demostraciéon: Es claro que (N, F) es un sistema de particion. Por tanto,
si F es el conjunto de coaliciones factibles, resulta que F = 2V.

Como (N, v) es convexo, entonces v es superaditivo. Asi, es inmediato
que 9(S) = o7 (S) = v”(S), para cada S C N.

Utilizando el resultado de Faigle, |28, Lema 11], ¢ es supermodular y, por

tanto, (N, v”) es convexo. O

El teorema anterior indica que los sistemas de particion que sean N-
estables (cerrados para la interseccion de dos cualesquiera de sus elementos
no disjuntos) transmiten la convexidad de un determinado juego (N,v) al
correspondiente juego restringido por la familia de coaliciones factibles con-

siderada.

Ademas el Teorema 2.20 se verifica para una terna (N,v,F) en la que
(N, F) es una union finita disjunta de familias intersectantes y (N, v) es un

juego cero-normalizado. Es decir,

N:NIU...UNt, con NzﬂN]:Q), Z;é],
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F=FU...UF, con F,C2Vi i=1,...,t,

y (N, F;) es una familia intersectante.

Con estas premisas, es inmediato que (N, F) = [J'_, (N;, F;) es una fa-
milia intersectante. En efecto, si A, B € F con ANB # (), entonces A, B € F;,
para un tnico i; de ahi ANBe F, C Fy AuBe F, C F.

El razonamiento efectuado permite establecer la siguiente consecuencia.

Corolario 2.22 Sea la terna (N, v, F), donde (N, F) = U'_, (N;, F;) es una
unidn finita disjunta de familias intersectantes. Si (N, v) es un juego convero

y cero-normalizado entonces, (N, vf) también lo es.

De forma anéloga, el Teorema 2.21 puede aplicarse a una terna (N, v, F)
en la que (N, F) es una union finita disjunta de familias intersectantes uni-
tarias y (IV,v) es un juego convexo. Ello daria lugar, de forma similar a lo
establecido en los Teoremas 2.15, 2.17 y 2.21, a un resultado semejante al
indicado en el Corolario 2.22, eliminando de las hipotesis, el caracter cero-

normalizado del juego.

2.1.3 Geometrias convexas

Las geometrias convexas constituyen una estructura de coaliciones factibles
que, independientemente de ser un modelo diferente de cooperacion parcial,
aportan caracteristicas fundamentales para la obtencion de propiedades es-

peciales de los F-juegos restringidos.

Owen [61], analiza las notables simplificaciones que se producen en el
computo del valor de Myerson cuando, considera situaciones de comunicaciéon

cuyo grafo tiene estructura de arbol. Posteriormente, las propiedades de
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estas singulares situaciones de comunicacion, en las que el grafo que modela
la cooperacion parcial entre los jugadores es un arbol, han sido puestas de
manifiesto en los trabajos de Borm, van den Nouweland, Owen y Tijs [18|, que
analizan problemas de asignacién de costos y encuentran formulas integrales
para el calculo del valor de Myerson; de Grafe, Mauleon e Inarra [32] en la
biisqueda de un procedimiento para computar el nucleélo y en el estudio,
realizado por Potters y Reijnierse [63], sobre el caracter equilibrado de los
juegos restringidos por grafos de comunicacion, el nucledlo, asi como las
relaciones entre el conjunto de negociacion y el core. Estas propiedades
se generalizan a sistemas de coaliciones que son geometrias convexas, como

ponen de manifiesto Bilbao y Lopez [7].

En esta seccion, se expondran algunos conceptos debidos a Edelman y

Jamison [26].

Un espacio de clausura es un par (N, £) donde L es una familia de sub-

conjuntos de un conjunto finito NV, que cumple las siguientes propiedades:
(P1) e Ly Ne L.
(P2) SiAe Ly Be L, entonces ANB € L

Los elementos de £ se denominan conjuntos cerrados |78].

Teniendo en cuenta que la interseccidon es cerrada para los elementos de
L y que cualquier subconjunto de N esta incluido, al menos, en un conjunto

cerrado, tiene sentido definir el operador clausura:
—:2V =2V A A=({CeL:ACC}eL,
que tiene las siguientes caracteristicas:
(C1) A C A, para todo A C N.
(C2) Si AC B C N, entonces A C B.

(C3) A =4, para todo A C N.
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Obviamente ) = (). Para S C N, S se denominara clausura de S. Reciproca-
mente, a partir de cualquier operador clausura, se puede construir el espacio

de clausura £ determinado por los cerrados del operador, es decir,

A€ Lsiysolosi A= A.

Una base para S € 2V es un subconjunto minimal B C S verificando
B =S. Un elemento i de un conjunto S C N es un punto extremal de S si
i ¢ S\ {i}. El conjunto de los puntos extremales de S se denota por ez (S),
el cual puede ser vacio. En general si (N, L) es un espacio de clausura, se

verifican las siguientes condiciones:

(a) Si A € L, entonces i € A es un punto extremal de A si y solo si

A\ {i} € L.

(b) Si S C A es una base de A, entonces ex(A) C S.

La propiedad (b) pone de manifiesto que cualquier base de A € 2V con-
tiene a los puntos extremales de A. Es evidente, que ello no implica que el
conjunto de los puntos extremales de A constituya una base suya. Si esto

ocurriese para cualquier conjunto cerrado, es decir,
VS e L, ex(S)=S,

se dice que el espacio clausura (N, L) satisface la propiedad de Minkowski-

Krein-Milman. En este caso, se tiene la siguiente definicion.

El par (N, L) es una geometria conveza si es un espacio de clausura que
verifica la propiedad de Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto cerrado
es la clausura de sus puntos ertremales o, equivalentemente, para cualquier

conjunto cerrado, el conjunto de sus puntos extremales es la inica base.

La propiedad de Minkowski-Krein-Milman es equivalente a la denominada
propiedad anticambio [26, Teorema 2.1] (véase Figura 2.3): para todo S € £

vy p,q € N\S, p+#q, se tiene que

g€ SU{p} =p¢ SU{q}.
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SuU{p}

FiGura 2.3

Evidentemente, si (N, L) es una geometria convexa y S € L, S # 0, el
conjunto de sus puntos extremales es no vacio ya que, en otro caso, resultaria

una contradiccion: si ex(S) = @, entonces S = ex(S) = § = 0.

El interés del estudio de las geometrias convexas proviene de la busqueda
de estructuras combinatorias que generalicen, si es posible, los resultados
obtenidos con otras estructuras de cooperacion utilizadas en la teoria de
juegos. Asi, se muestran algunos ejemplos de familias de conjuntos con es-
tructura de geometria convexa que han aparecido en la literatura relacionada

con la cooperacion parcial.

Ejemplo 2.23 Considérese la situacion de comunicacion (N,v,E). Ante-

riormente se indicd que el par (N, F), donde
F={SCN: (S E()) es un subgrafo conexo de (N, E)},

es un sistema de particion. Edelman y Jamison establecen, [26, Teorema 3.7],
que (N, E) es un grafo bloque conexo si y solo si (N,F) es una geometria
conveza. De ahi resulta que si (N, E) es un grafo bloque conexo, entonces

(N, F) es una geometria convexa que es estable para la union.

Ejemplo 2.24 El par (N, L,,), que corresponde a una situacion de votacion
en un orden politico unidimensional, considerado en el Ejemplo 2./, es una

geometria convexa que es estable para la union.
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El caso particular de L5 es ilustrado en la siguiente figura.

FIGURA 2.4. La geometria convexa Ls.

Por ultimo, si (N, L) es una geometria convexa y S € L, entonces el

intervalo [S™, 5], en el reticulo (£, C), es un algebra de Boole, siendo
ST =S5\ ex(9).

Este resultado, es una consecuencia directa de un teorema de Edelman y
Jamison |26, Teorema 4.2| en el que se establece que el intervalo [C, K], con
C,K € L, es un algebra de Boole en (£, C) siy solosi K\ C C ex(K). Aqui,
es inmediato por ser

S = [ (S\{i}) = S\ex(S) € L,
icex(S)

y por tanto S\ ST = ex(S5).
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2.2 El core y cooperacién parcial

Si se tiene presente que cualquier concepto de solucion establece una forma
de reparto del valor v(NV) entre los jugadores; es decir, considera puntos del
hiperplano de R" constituido por las preimputaciones, es logico que se con-
sideren éstas, asi como el conjunto de imputaciones, para indicar las condi-
ciones minimas en el estudio de las relaciones entre algunos conceptos de

solucion correspondientes al juego v y al juego con cooperacién restringida.

De ahi, en principio, al ser:

I'(v) = {ze€R":2(N)=uv(N)},

I(v) = {zeR":z(N)=uv(N), z; >v({i}), Vi € N},
@) = {zeR :a(N)="(N)},
I(07) = {2 eR":x(N)=0"(N), z; > 0" ({i}), Vie N},

y verificarse que v ({i}) = 07 ({i}), para todo i € N, se deduce
I'(v) =I" (v7) <= I(v) = I (v7) <= v(N) =o (N).
Ademas,
o(N) # 7 (N) <= I"(v) N I[* (87) = I(v) N I (87) = 0.

Por tanto, para establecer relaciones entre los conceptos de solucion co-
rrespondientes a los juegos (N, v) y (N, f;f), es necesario partir de la hipotesis
inicial: v(N) = 7 (N).

2.2.1 Sistemas unitarios

Si se considera una terna (N,v,F), donde (N,F) es un sistema unitario y
(N, v) un juego, es logico preguntarse por el core del correspondiente juego

restringido y si hay, o no, alguna relacion entre el core del juego restringido y
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el del juego (IV, v), asi como si las coaliciones factibles determinan o no al core

del juego (N 07 ) Los siguientes resultados responden a estas cuestiones.

Proposicion 2.25 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario.
Siv(N) =07 (N), entonces se verifica que C(v) C C (27).

Demostraciéon: Considérese x € C'(v). Por un lado, se tiene

Por otro lado, sea S C N, S # (). Fijada una particion cualquiera de S

en coaliciones factibles de F,
S=|]J Sk conSinS; =0 ,i#3j,
keK

se tiene —debido a que cualquier ¢ € S pertenece a una unica coalicion
factible S;— que

2(S) =) zi=)_ [Z x] = x(Sk) > > v(Sk).
€S k€K LiesSy, keK keK
Luego, para cada {Sk}rex € Pr(S), se tiene que
() =) v(Sh),
keK
con lo cual

$(S) > max {ZU(Sk) : {Sk}keK € P]:(S)} = 17'7:(5).

keK

O

Notese que la proposicion anterior puede aplicarse a cualquier subjuego
(S,9%), S C N, S # 0, para el que se verifique la condicion v(S) = o7(S).
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Por otro lado, si C'(v) es no vacio, la igualdad 7 (N) = v(N) es condi-
cion necesaria y suficiente para que se verifique la inclusion entre los cores.
Ademés, se recuerda que si 07 (N) # v(N) se deduce inmediatamente que la

interseccion C'(v) N C (37) es vacia.

Teorema 2.26 Sea la terna (N, v, F), con (N,F) un sistema unitario. Si
(N,v) es equilibrado y v(N) = o7 (N), entonces el juego (N,v7) también lo

€s.

Demostraciéon: Bondareva [14] y Shapley [70] establecen que el juego (V, v)
es equilibrado si y solo si C'(v) es no vacio. Ello, junto con la Proposicion

2.25, implica el resultado. O

En general, la igualdad C'(v) = C (177) no puede asegurarse. No obstante,
el core del juego con cooperacion restringida por el sistema unitario queda

determinado en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.27 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario.
Si v(N) =97 (N), entonces

C(07) ={z e R" : z(N) = v(N), z(5) > v(S), VS € F}.

Demostracion: Si 2 € C (¢7), resulta que z(N) = o7 (N) = v(N) vy,
ademés, z(S) > ©7(S), para todo S € 2V. Si S € F, entonces {S} € Px(S)

y, por definicion, se verifica que 7 (S) > v(S). Por tanto, resulta que

z(S) > o7 (S) > v(S).

Reciprocamente, sea S C N, S # 0y {Sk}rex € Px(S). Entonces,

(=Y 5 =3 lzl =Y (5 = 3 u(S).

1€S kEK LieSk keK keK
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y, por tanto

ZL‘(S) Z max{Zv(Sk) . {Sk}keK € P}'(S)} = 'f]}—(S)

keK

O

La proposicion anterior puede demostrarse también como consecuencia de
un resultado de Faigle [28, Lema 10|, teniendo en cuenta que, en este caso, el
juego restringido, (N, ﬁf), esta definido sobre cualquier coalicion de N por

tratarse de un sistema unitario.

A continuacién, se analiza el caracter equilibrado del juego restringido.
Para ello, por razones de notacion, se utilizaré la funcion indicador la cual,

para cada S C N, se define de la siguiente forma:

1 sites,

0 en otro caso.

15 N — {0,1}, 15(2) = {

Teorema 2.28 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) una familia de conjuntos
y N € F. Entonces,

{x € R" : (N) = v(N), z(S) > v(S), para todo S € F} #

sty solo si para cada solucion no negativa del sistema de ecuaciones lineales

a que da lugar la igualdad
> Asls =1y,
SeF\{0}

se verifica que

D> Asv(S) <w(N).

SeF\{0}
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Demostracién: El conjunto

{r eR": z(N) =v(N), z(S)>v(S),VSeF}
es no vacio si y solo si el programa lineal satisface

min {{1y,x) : (1g,2) > v(S), VS € F} <v(N).

Utilizando el teorema de dualidad de programacion lineal [68, p. 90| se

deduce, de forma inmediata, el resultado. O

Obsérvese que, en el teorema anterior, no es necesaria la exigencia de que
el par (IV, F) constituya un sistema unitario. Obviamente, si lo fuera, con

N € F, se obtiene la siguiente consecuencia.

Corolario 2.29 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema unitario y
N e F. Siv(N) = 07 (N), entonces el juego (N,0”) es equilibrado si y sdlo

st para cada solucion no negativa del sistema de ecuaciones lineales a que da

Z Asls = 1y,

SeF\{0}

lugar la igualdad

se verifica que

D> Asv(S) < u(N).

SeF\{0}

2.2.2 Sistemas estables para la unién

Logicamente, al igual que en el apartado anterior, es necesario establecer que
la condicién minima para la interrelacion entre los conceptos de solucion,
es que sea cierta la igualdad v(N) = v”(N). Sin embargo, es necesario

precisar que, para las estructuras de cooperacion estables para la union, la
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igualdad v(N) = v¥(N) no es una condicion necesaria y suficiente para

que I(v) = I(v”). Ello es debido a que, en esta situacion, no siempre es
cierto que v7({i}) = v({i}). En general, tinicamente puede asegurarse que

) =
si v(N) =v"(N) yv({i}) >0, para todo i € N, entonces I(v) C I(vF).

Ahora bien, si el juego (N, v) es cero-normalizado, se garantiza la igualdad
entre los conjuntos de imputaciones correspondientes al juego v y al F-juego
restringido. También, dicha igualdad, es cierta para sistemas de particion

aunque el juego no sea cero-normalizado.

Proposiciéon 2.30 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion es-
table para la union y sea (N,v) cero-normalizado. Se satisfacen las siguientes

condiciones:
(a) Si v(N) = v"(N), entonces C(v) C C (v7).
(b) Para toda coalicion S € F, se verifica que C(vs) C C (vf).

Demostracion: (a) Seaz € C(v). En primer lugar, v7(N) = v(N) = z(N).
Por otro lado, si S C N, S # 0 y C#(S) = {Sk} g entonces

v7(S) = ZU(Sk) < Z (Z x,) < Zx, = z(95)

keK keK \ieSk 1€S

ya que las F-componentes de S satisfacen que (J,.x Sk € S vy, ademas,
z; > v ({i}) =0, para todo i € N.

(b) Si S € F, entonces v(S) = v”(S). Aplicando el apartado (a), se obtiene
que C(vg) € C (vF). O

Teorema 2.31 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion estable
para la union tal que v(N) = v7 (N) y sea (N, v) cero-normalizado. Entonces,

se verifican las siquientes condiciones:
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(a) Si (N,v) es un juego equilibrado, también lo es (N,v”).
(b) Si (N,v) es totalmente equilibrado, el juego (N, vf) también lo es.

Demostracion: (a) Es immediato, teniendo en cuenta el resultado de Bon-
dareva y Shapley aludido en el Teorema 2.26 y aplicando el apartado (a) de

la proposicioén anterior.

(b) Se tiene que probar que para todo S C N, S # (), los subjuegos inducidos
(5, v?) son equilibrados. Si S € F, el subjuego (S, vg) es equilibrado y, segin
el apartado (b) de la Proposicion 2.30, se deduce que lo es el juego (S, vg)
Si S ¢ FyCx(S)={S},, entonces por hipotesis

C(Ugl)%w, lzl,,k'

Para probar que el subjuego (S, vl ) es equilibrado, es suficiente probar

que su core es no vacio. En efecto, considérese
s s
7t € C(vg,),...,x7* € C(vg,).

En general, se tiene

k
S = (U&) ul U U}
=1 JjeS\U S
Dado ¢ € S, pueden ocurrir dos casos: que exista una tnica F-componente
Sp de S tal que ¢ € S, o bien que ¢ € (UjES\USl {j}) En el primer caso, a

cada ¢ € S, C S, se le puede asociar
: s
1= x;",

S : .
donde z;” es la componente del jugador ¢ en el vector z°» € C(vg,). En el
segundo caso, a cada ¢ se le asigna un cero.

Con el razonamiento anterior, se define un vector y € R%I, tal que

x;-g” si1 €Sy,
Yi = . ,
0 siie <UjeS\USl {]})
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Este vector asi construido esta en el core del subjuego inducido (S, vl )

ya que verifica,

k
EEDWES SR »l
i€S i€ Sy 1=1 Lies,
k

= szl(sl) = ZU(SZ) = U?(S)'

=1

Ademés, siT C S, T # 0y Cx(T) = {T)}hen, entonces, por definicion,
vl (T) =Y e v(Th) y se tiene

T C (U Sz) U U {7}
I=1 JjeS\Usi

Para cada h € H, es claro que existe una tnica j, 1 < 7 < k, tal que
T, C S;. Por otro lado 27 € C(vs;), de donde

o(Ty) = v, (Th) <2 (Th) = a7,

€Ty

De aqui, se concluye que

(1) = va)szlzxff‘]

heH heH LTy
S4
= D> =2 wi=y)
ieUTy €T

Proposicion 2.32 Sea la terna (N, v, F) una estructura de cooperacion es-

table para la union y sea (N,v) cero-normalizado. Entonces,

C (v7) ={z e R} : z(N) = v (N), z(S) > v(S), VS € F}.
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Demostracion: Sea x € C'(v”), entonces
z(N) =v"(N), x(S)>v"(S), VS CN.

Por tanto, z(N) = v*(N), z(S) > v7(S) = v(S), para toda S € F y,
ademas, = ({i}) > v ({i}) = 0, para todo i € N.

Para probar la inclusién contraria, sea x € R} tal que
z(N) =v"(N), x(S)>wv(S), VSeF.

Entonces, para todo S C N, S # (), pueden ocurrir dos casos: que el
conjunto de las F-componentes de la coalicién S sea vacio o no.

Si C£(S) = 0, entonces v*(S) = 0y, como = € R, entonces, se tiene que
z(S) > v7(S) = 0. Si Cx(S) # 0, sea Cx(S) = {Si,...,Sk}. Entonces, se
verifica que U§:1 S; C Sy, de aqui,

k

z(S) = Zx, > Z le = Zx(Sj) > ZU(Sj) = v (9).

i€s j=1 |i€S; Jj=1 Jj=1

O

Notese que en los resultados establecidos en la Proposicion 2.30, el Teo-
rema 2.31 y la Proposicion 2.32 puede sustituirse la hipotesis de que el juego
(N, v) sea cero-normalizado por cualquier otra que implique la condicion de
ser v ({i}) > 0, para todo elemento i € N.

También, puede observarse que si (N, F) es un sistema de particion, la
hipotesis senalada anteriormente puede suprimirse ya que, en este caso par-
ticular, la unién de las F-componentes de cualquier coalicion no vacia da

lugar a la misma.

Corolario 2.33 Sea la terna (N, v, F), con (N,F) un sistema de particion.
Si el F-juego restringido verifica que v(N) = v (N), entonces

C (v7) ={z e R" : &(N) = v(N), 2(5) > v(9), VS € F}.
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Proposicion 2.34 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de parti-
cion. Si se verifica que v(N) = v7(N) = o7 (N), entonces

C (%) = C (7).

Demostracién: Si (N, F) es un sistema de particion es, también, un sistema
unitario. Por tanto, tiene sentido considerar los juegos restringidos (N 07 )

y (N, vf). La Proposicion 2.27 y el Corolario 2.33 aseguran el resultado. O

Proposicién 2.35 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de parti-
cion y N € F. Entonces, el juego (N, vf) es equilibrado si y solo si para

cada solucion no negativa del sistema de ecuaciones lineales a que da lugar

Z Asls = 1y,

SeF\{0}

la igualdad

se verifica que
> Asv(S) <w(N).
SeF\{0}
Demostracién: Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.28 y del
Corolario 2.33 ya que, en este caso, N € F y, por tanto, v(N) = v7(N). O

Teorema 2.36 Sea la terna (N,v,F), con (N,F) un sistema de particion
y N € F tal que el programa lineal

s. a SeF\{0}
Ag > 0, VSG]—"\{@},

tiene una solucion entera optima. Entonces, el juego (N, U]:) es equilibrado
si y solo si para toda particion, {Si,...,S,}, de N en coaliciones factibles,

se verifica la desigualdad

v (S) 4+ +v(S,) <v(N).
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Demostracion: Si (V,v”) es equilibrado, entonces C' (v”) # 0, por lo que
existe x € C' (U}—). De aqui,

p

v(N)=az(N) =)= (S;) > Zv(Si),

i=1 i=1
para cada particion {S;}}_, de N en coaliciones factibles.

Reciprocamente, sea el programa lineal dual asociado
min  z(N)
s.a x(S) >v(S), VS e F\ {0}
El programa primal tiene una soluciéon entera 6éptima. Por tanto, existe

una particion de N en coaliciones factibles, ST,..., Sy € F y un vector

optimo z* € R" tal que

r

(N) =) v(S)).

i=1
La hipotesis implica que z*(N) < v(N) y *(S) > v(S), para todo S € F.
Como N € F, resulta finalmente que z* € C' (v7). O

Si (N, v, F) es una situacion de comunicacion, con (NN, v) superaditivo y
cero-normalizado, donde (N, E) es un arbol, entonces la familia de coalicio-
nes factibles (N, F) correspondiente (véase Ejemplo 2.5) y el juego (NV,v),
satisfacen las hipotesis del Teorema 2.36, (ver [42]). Por tanto, este resultado

implica la Proposicion 2 de Potters y Reijnierse [63].

2.3 Conjuntos estables y cooperacion parcial

En esta seccion, se estudian las relaciones que existen entre la dominancia de
imputaciones en el juego (N, v) y en los correspondientes juegos restringidos,
con el objetivo de analizar si se conserva la estabilidad de un determinado

conjunto de imputaciones cuando se condiciona la cooperacion.
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2.3.1 Sistemas unitarios

En este apartado, se van a considerar ternas (N,v,F) en las que (N, F) es

un sistema unitario y (IV,v) es un juego cooperativo para el que se verifica
la igualdad v(N) = o7 (N).

El primer resultado establece que la relaciéon de dominacién entre imputa-
ciones, a través de una coalicion factible, se mantiene cuando se establece una

cooperacion parcial basada en un sistema unitario.

Proposicion 2.37 Sean (N,v,F) donde (N,F) es un sistema unitario y
SeF. Six,yel(v), entonces

zdomgy en (N,v) = xdomgy en (N,ﬂf).

Demostraciéon: Teniendo en cuenta que [(v) = [ (177), es suficiente probar
que si v(S) > z(S), con S € F, entonces se verifica que 97 (S) > z(S).

En efecto, al ser

77-7:(5’) — max {Z U(Sl) : {Si}iel S P}‘(S)}

i€l

y {S} € P£(S5), se deduce que 7 (S) > v(S) > z(9). O

El reciproco no es cierto. El siguiente ejemplo permite afirmar que si
rxdom gy, con S € F, en el juego (N, 177), no se deduce que se siga mante-

niendo la relacion de dominancia en el juego (N, v).

Ejemplo 2.38 Sean N = {1,2,3,4,5} y la funcion caracteristica del juego
(N,v) definida por

si |S] =2,

si 3< (S| <4,

si S =N,

en otro caso,

S N b~ W
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y F={0.{1},{2},{3} {4} . {5} . {1,2},{3,4},{1,2,3,4} , N}.

Notese que (N, v) es un juego mondtono y cero-normalizado, aunque no
es superaditivo. Como v(N) =7 y o7 (N) = max{0,3,6,4,7} = 7, se verifica
que

Iw)={2eR :x(N)=7, 2; >0, 1 <i<5} =1(v7).

Sean x = (1,2,1,1,2), y = (0,1,0,0,6) € I(v) = I(f;f). Puede obser-
varse que x domy en (N, 17f) a través de la coalicion S = {1,2,3,4} € F ya
que,

>y, 1<i<4 y z(S)=5<37(S)=6.

Sin embargo, aunque x domina a y a través de S € F, en el juego (N, ﬁf),

ello no ocurre en el juego (N, v) al ser x(S) =5 £ 4 = v(S).

La Proposicion 2.37 esta formulada considerando la circunstancia en la
que la coalicion S sea factible. Si S ¢ F, entonces no se da ninguna relacion
entre la dominancia debido a que no existen relaciones permanentes entre

o7 (S) y v(S). No obstante, puede formularse el siguiente resultado.

Proposicion 2.39 Sean (N,v,F) con (N, F) un sistema unitario y S ¢ F.
Si x,y € I(v) tales que xdomgy en el juego (N,v) y existe una particion

{Siticr € P£(S) cuyos elementos verifican
1S;|>2 y wxdomg,y, Viel, eneljuego (N,v)
entonces x dom gy en el jueqo (N, 17f).

Demostraciéon: Evidentemente z; > y;, para cualquier ¢ € S. Por otro
lado, sea {S;},c; € P#(S) la particion indicada en la hipotesis. Entonces,
x(S) = > e, 2(Si) v, ademas, x(S;) < v(S;) ya que, xdomg, y en (N,v),
para toda S;. Luego,

z(S) = Zx(sz) SZU(Sz‘)

1€l el
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< max {ZU(Sk) : {Sk}keK S P]-'(S)} =7 (S)
keK
Por definicion, las desigualdades z(S) < o7 (S), x; > y;, para todo i € S,

implican que zdom g y en el juego (N, o7 O

Proposicion 2.40 Sea (N,v,F) con (N,F) un sistema unitario y (N,v)
superaditivo para las coaliciones factibles disjuntas dos a dos. Si xz,y € I (v),
entonces

zdomgy en (N,07) = zdomgy en (N,v).

Demostraciéon: Si x domg y en (N, 6f), entonces x; > 1;, para todo i € S,
y 2(S) < 07 (S). Sea {S; ke la particion de S en coaliciones factibles para

la que se alcanza el maximo. Entonces, se tendra que

77-7:(5’) = Imnax {Z U(SZ) . {Si}iel € P]:(S)}

= ) w(Sp)<vw (U 5;;) =v(S).
Por tanto, z(5) < 97(9) < v(9). O

De manera inmediata surgen las siguientes consecuencias.

Corolario 2.41 Sea (N, v, F) con (N, F) un sistema unitario y considérense
x,y € I (v). Se verifica:

(a) Si (N,v) es superaditivo y S € F, entonces
rdomgy en (N,v) <= xzdomgy en (N,@f).
(b) Si (N,v) es simple y propio,

zdomgsy en (N,07) = zdomsy en (N,v).
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La proposicion anterior permite indicar que, bajo la condicion de supera-
ditividad del juego (N,v), si V' C I(v) es internamente estable en el juego
(N, v), también va a serlo en el juego (N, 17f). Ahora bien, previo a enunciar
el resultado correspondiente, se quiere indicar que, siguiendo la notacion de
Driessen [24], dado V' C I(v), se denotara por domV al conjunto de todas las

imputaciones que son dominadas por imputaciones del conjunto V'; es decir,

domV = {z € I(v) : existe y € V tal que ydom z}.

Proposicion 2.42 Sea (N,v,F) con (N, F) un sistema unitario y (N,v) un

juego superaditivo. Si V. C I(v), entonces
VNdomV =0 en (N,v) =V NdomV =0 en (N,v7).

Demostracion: Por reduccion al absurdo: supongase que V N domV # ()
en (N, 177), lo que significa que existe x € V y x € dom V. Por tanto, existe,
ademés, y € V tal que y domg x en (N, 6f) a través de alguna coalicion S.
Aplicando la Proposicion 2.40 resulta que y domg x en (INV,v) y, entonces,
x € domV en (N,v). De aqui, V NdomV # () en (N,v), lo cual esta en

contradiccion con la hipotesis. O

Sin embargo, si V' C I(v) tiene estabilidad externa en el juego (N, v), no

puede asegurarse, de manera inmediata, la estabilidad externa en el juego
(N, 7).

Por tultimo, se establecen algunas relaciones entre el core, la dominancia
y los conjuntos estables.
Proposicién 2.43 Sea (N, v, F) con (N,F) un sistema unitario.

(a) Sixz € C(v), entonces no eciste y € 1 (6f) tal que y domx en el juego
(N, 7).
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(b) Sea (N,v) superaditivo y x € I(v). Sino existey € I(v) tal que y domx
en (N, v), entonces x € C (7).

(¢) El core del juego (N,v) estd incluido en cualquier conjunto estable para
el juego (N, 177) .

Demostracion: (a) Si z € C(v), entonces z(S) > 97(9), para toda coali-
cion S C N, S # 0, ya que, utilizando la Proposicion 2.25, se verifica la
inclusion C(v) C C (37).

Si existiera y € [ (ﬂf) tal que ydomz en (N, ﬁf), implicaria que existe
S C N, S #1(, tal que ydom g x; es decir, existe una coalicion S para la que
se verifican y(S) > z(S), y(S) < o7 (9).

De lo anterior se deduce que o7 (S) > y(S) > z(S), lo que esta en con-

tradiccion con el hecho de que z € C (v7).

(b) Sino existe y € I(v) tal que ydom z, en (N, v), entonces, por la Proposi-
cion 2.40, no existe y que domine a x en el juego (N, 6f) y, teniendo en
cuenta la caracterizacion del core para juegos superaditivos (|24, Teorema
4.2]), resulta que z € C (¢7).

(¢) Es inmediato debido a que, segtin la Proposicion 2.25, C(v) C C (¢7). O

Proposicion 2.44 Sea (N,v,F) con (N,F) una familia intersectante uni-
taria y (N,v) un juego convexo. Entonces, C (@f) es el unico conjunto es-

table para el juego restringido.

Demostraciéon: Es una consecuencia inmediata del resultado de Faigle |28,
pag. 48|, por el que se transmite la convexidad del juego (N,v) al juego
restringido, y del hecho de ser el core, cuando un juego es convexo, el inico

conjunto estable [71]. O
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2.3.2 Sistemas estables para la unién

En general, los resultados anteriormente establecidos en (N, v, F), siendo
(N, F) sistemas unitarios, pueden ser probados para estructuras de coopera-
cion que son estables para la union. Con tal objetivo, se consideraran ternas
(N,v,F) en las que (IV, F) es un sistema de coaliciones estable para la union
y (N, v) es un juego cooperativo tal que v(N) = v*(N) y v ({i}) > 0, para
todo 7 € N.

En este apartado, conviene recordar que las condiciones anteriores, tini-
camente aseguran que I(v) C [ (vf). De ahi que, a veces, sea necesario

introducir alguna condicién adicional.

Proposicion 2.45 Sean (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para

la uniony S € F. Sixz,y € I (v), entonces
xdomgy en (N,v) => xdomgy en (N,v”).

Demostracién: Como (v (Uf) basta probar que si S € F, la de-
sigualdad v(S) > z(S) 1mphca que v7(S) > x(S). Ello es inmediato ya que
al ser S € F, se tiene la igualdad v”(S) = v(S). O

Notese que la igualdad v”(S) = v(S) permite formular la proposicion
reciproca siempre que el juego (N,v) y el juego restringido (N, vf) tengan
el mismo conjunto de imputaciones. Para ello, es suficiente exigir, ademas
de ser v(N) = v (N), que (IV,v) sea un juego cero-normalizado o que el par
(N, F) sea un sistema de particion. En ambas circunstancias, seria cierto

que, para S € F,

rdomgyen (N,v) < zdomgyen (N,o7).
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Proposicion 2.46 Sean (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para
la uniony S ¢ F. Sixz,y €I (v) tales que x dom gy en el juego (N,v) y los
elementos de Cx(S) = {Si},c; verifican

|S;| >2 y xdoms,y, Viel,
entonces, x domgs y en el juego (N, vf).

Demostracion: Evidentemente z; > y;, para cualquier j € S. Por otro
lado, sea {Sj},.; el conjunto de las coaliciones factibles maximales de la
coalicion S. Entonces, z(S) = >

x domg, y, para toda S;. Luego

2(S) = 2(S) <> v(S) =v"(S).

i€l el

i1 ©(S:) y, ademas, x(S;) < v(S5;) ya que,

Las desigualdades z(S) < v*(S), z; > yj;, para todo j € S, implican que
z domg y en el juego (N,v7). O

Proposicion 2.47 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para
la union con (N,v) cero-normalizado y superaditivo. Siz,y € I (v), entonces
xvdomgy en (N,v”) = xdomgy en (N,v).

Demostraciéon: Si x domg y en (N, vf), entonces x; > y;, para todo 7 € S,
y 2(S) <07 (S) < v(9) al ser (N,v) superaditivo y cero-normalizado. O

De manera inmediata se obtiene la siguiente consecuencia.
Corolario 2.48 Sea (N,v,F) una estructura de cooperacion estable para la
unidn con (N,v) cero-normalizado, simple y propio. Si x,y € I (v), entonces

xdomgy en (N,vf) = zdomgy en (N,v).
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Al igual que ocurria en los sistemas unitarios, la proposiciéon anterior
permite indicar que, bajo las condiciones de superaditividad y cero-norma-
lizacion del juego (N,v), si V' C I(v) es internamente estable en el juego

(N,v), también va a serlo en el juego (N, vf).

Proposicion 2.49 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para
la union con (N,v) un juego superaditivo y cero-normalizado. Si V C I(v),

entonces
VndomV =0 en (N,v) = VNdomV =0en (N, o).

Demostraciéon: La prueba es analoga a la realizada para la Proposicion
2.42. a

Recuérdese que la hipotesis de que el juego (N, v) sea cero-normalizado
puede ser omitida si el par (N, F) constituye un sistema de particion. Tam-
bién, del mismo modo como se razond para los sistemas unitarios, puede
indicarse aqui que si V' C I(v) tiene estabilidad externa en el juego (V,v),

no puede asegurarse, de manera inmediata, la estabilidad externa en el juego
(N v )

Por ultimo, se establece una relacién entre el core y la dominancia. A-
demas, se proporciona una condicion suficiente para que el core del F-juego

restringido sea el tinico conjunto estable.

Proposicion 2.50 Sea (N, v, F) una estructura de cooperacion estable para

la union y (N,v) un juego cero-normalizado.

(a) Sixz € C(v), entonces no eciste y € 1 (vf) tal que y domx en el juego
(N, U}—).

(b) Sean (N,v) superaditivo y v € I(v). Si no existe y € I(v) tal que
y domz en (N,v), entonces x € C (v7).
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(¢) El core del juego (N,v) estd incluido en cualquier conjunto estable para
el juego (N, U]:) .

Demostracion: Analoga a la correspondiente de la Proposiciéon 2.43 aun-
que, en este caso, es necesaria la Proposicion 2.30 para establecer la relaciéon
de inclusion entre C(v) y C (vf), y en el apartado (b) se ha utilizado la

Proposiciéon 2.14 que asegura que el juego (N, U}—) es superaditivo. O

Proposicion 2.51 Sea (N, v, F) con (N, F) una familia intersectante y (N, v)
un juego convexo y cero-normalizado. Entonces, C (vf) es el unico conjunto

estable para el F-juego restringido.

Demostracién: El Teorema 2.20 asegura que el juego restringido (N, vf)

es convexo. Entonces, su core es el inico conjunto estable. a



Capitulo 3

El valor de Myerson

generalizado

En el capitulo anterior se han introducido diferentes clases de familias de coa-
liciones factibles que modelan la cooperacion parcial y los conceptos de juegos
restringidos por dicha cooperacién. Para ellos, se han estudiado algunos con-
ceptos de soluciéon que asocian, a cada juego restringido, un subconjunto del
conjunto de imputaciones y se han relacionado estos conceptos, en lo posible,

con sus homologos en el caso de que no existan restricciones a la cooperacion.

El objetivo de los dos capitulos siguientes es considerar algunos concep-
tos de solucion que asocien, a cada juego restringido por la cooperacion, una
tnica distribucion de pagos. Si se tiene en cuenta que el antecedente clésico,
en estos modelos de cooperacion parcial, es el valor de Myerson para situa-
ciones de comunicacion, es logico plantearse el estudio de su generalizacion en
este contexto de familias de coaliciones factibles, asi como su caracterizacion

axiomética. Esto constituye el objetivo especifico de este capitulo.

Basicamente, el capitulo esta dividido en tres partes. La primera pre-
senta y desarrolla los conceptos de base y soporte en un sistema de coali-

ciones factibles que sea estable para la unién. Estos conceptos tendran un

79
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papel fundamental en la axiomatizacion del valor generalizado de Myerson
y permitiran, en paralelo, establecer una estrecha relaciéon entre este modelo
de cooperacion parcial y las denominadas estructuras de conferencias de My-
erson (1980) [54]. La segunda parte se centrara en definir y estudiar algunas
propiedades del valor de Myerson generalizado, obteniéndose una primera
caracterizacion axiomatica del mismo para, en la tercera parte, plantear al-
gunas ideas que permitan un computo mas eficaz; estas ideas se basaran en

los dividendos del juego restringido y en las F-componentes de la coalicion
N.

3.1 La base de un sistema estable para la
unién

Considérese un sistema U-estable (N, F) y sea G C F. A partir de G se

procede a realizar la siguiente construccion:

g0 = ¢
GO = {SUT:S,Teg® SNT#0}

G = {SUT:S,Teg* VY SNT#0}

Obsérvese que
¢gOcgWc...cg®Wc...cF,

puesto que G C F y (N,F) es un sistema U-estable. Ademas, el proceso
es siempre finito ya que, al ser F finito, se obtendrian a lo sumo, todas las
coaliciones factibles de F. Esta observacion permite introducir el siguiente

concepto.
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Definicion 3.1 Sean (N,F) un sistema U-estable y G C F. Se denomina

sistema generado por G, denotado por SG (G), al conjunto

SG(G) = G%, donde k es el menor entero tal que G*H) = G®),

Obviamente, SG(0) = 0, SG({S}) = {S} para cualquier S € F, y
SG(F)=F.

En el siguiente ejemplo se ilustra este concepto.

Ejemplo 3.2 Sea N ={1,2,3,4,5} y considérese el sistema U-estable (N, F)
dado por

{1}, {3}, {1,2},{2,3},{2,4},{3,5},{1,2,3}, {1,2,4},
{2,3,4},{2,3,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{2,3,4,5} , N}.

Si G ={{1,2},{2,3},{3,5}} C F, entonces

GO =g ={{1,2},{2,3},{3,5}},

G = {{1 2},{2,3},{3,5},{1,2,3},{2,3,5}},

G = {{1,2},{2,3},{3,5},{1,2,3},{2,3,5},{1,2,3,5}},
(3) —

3

G g( ).
Luego,
SG(G) =6% ={{1,2},{2,3},{3,5},{1,2,3},{2,3,5},{1,2,3,5}} C F

y, en este caso, k = 2.

Proposicion 3.3 Sean (N, F) un sistema U-estable y G C F. Entonces, se
verifica que (N, SG (G)) es también un sistema U-estable.
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Demostracién: Supongase que SG (G) = G®), para algin k y sean las
coaliciones F, F, € SG (G), con Fy N F, # (). Entonces,

F,Fbeg®W FNFR+)0) = FUFcgkt =gk,

O

Seria deseable encontrar, para cada sistema de coaliciones estable para la
union, un subconjunto minimal que, por el proceso anteriormente descrito,

genere toda la familia inicial. Esta idea conduce a los siguientes conceptos.

Sean (N, F) un sistema U-estable y G C F. Si (N, G) es U-estable exis-
tirdn, posiblemente, coaliciones factibles que puedan expresarse como union
de dos coaliciones factibles con interseccién no vacia. Esto da lugar a con-

siderar el conjunto:
DG ={GeG:G=AUB, A£G, B#G, A,Be G, AnB #0}.

Es decir, D (G) esta formado por aquellas coaliciones factibles que se
pueden expresar como uniéon de otras dos coaliciones factibles distintas y no

disjuntas.

Definicion 3.4 Sea (N, F) un sistema U-estable. Al conjunto
B(F)=F\D(F),

se le denomina base de F. Sus elementos se llaman soportes de F.

El siguiente ejemplo ilustra el concepto de base.

Ejemplo 3.5 Sea N = {1,2,3,4} y considérese la familia de coaliciones
factibles

F={{1},{3},{1,2},{1,3},{3,4},{1,2,3},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}.
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El sistema (N, F) es estable para la union de coaliciones con interseccion
no vacia. Para calcular la base de F se seleccionan, del conjunto de coalicio-
nes factibles, aquéllas que pueden expresarse como union de dos coaliciones

factibles distintas con interseccion no vacia; esto es,

{1,2,3,4} = {1,3,4}U{2,3,4},
{1,3,4) = {1,3}U{3,4},
(1,2,3} = {1,2}U{1,3},

Y ast,
D(F)={{1,2,3},{1,3,4},{1,2,3,4}}.

Finalmente, se eliminan de F dichas coaliciones, quedando

B(F) = {1}, {3}, {1,2},{1,3},{3,4},{2,3,4}}.

Es evidente que, por construccion, el conjunto B (F) es tinico y no vacio,
siempre que F # (). El siguiente resultado permite conocer qué elementos de

F forman parte siempre de B (F).

Proposicion 3.6 Sea (N, F) un sistema U-estable. Se verifican las siguien-

tes condiciones:

(a) Si O € F, entonces ) € B (F).

(b) Para todo j € N tal que {j} € F, se verifica que {j} € B (F).

(c) Si S € F es un elemento minimal en (F,C), entonces S € B (F).
(d) SiSeFyS={j}obienS =0 en (F,C), entonces S € B(F).

Demostraciéon: Los apartados (a), (b) vy (¢) son inmediatos ya que el con-
junto vacio, las coaliciones unitarias y las coaliciones minimales en (F, C)
no pueden expresarse como uniéon de dos coaliciones distintas de F y con

interseccién no vacia.
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(d) Sea S € F tal que S > {j} o bien S > ). Se puede suponer que S no
es unitaria ya que, en otro caso, el resultado es trivial por el apartado (b).
Se razona por reduccion al absurdo. Si S ¢ B (F) = F \ D (F), entonces
S e D(F)y asi,

JA,BeF, A+S, B+S, ANB#0yS=AUB.

Entonces, se tiene que ) € A C S, ) € B C Sy, por tanto, S # 0 en
(F,C). Por otro lado, si j € S, tal que {j} € F, resulta que j € AU B y asi
pertenece a A, a B 0 a ambos. De ahi, {j} CAC So{j} C BCS,conlo

que S ¥ {j} en (F, Q).
O

Como consecuencia inmediata de los apartados (¢) y (d) de la proposicion
anterior, se tiene que si S € F y |S| < 2, entonces S € B (F).

Dado (N, F) un sistema U-estable y teniendo en cuenta los resultados

anteriores, se puede establecer la aplicacion

27— 27, ¢(G)=G=5G(9),

@

que posee las caracteristicas que se indican a continuacion.

Proposicion 3.7 Sea (N, F) un sistema U-estable. La aplicacion anterior-

mente definida ¢ : 27 — 27 es un operador clausura; es decir,
(a) Para todo G € 27, se tiene G C ¢ (G).
(b) Si G CR CF, entonces ¢ (G) C ¢ (R).
(¢) Para todo G € 27, (¢ (G)) = ¢ ().

Demostraciéon: (a) Es inmediata por construccion, ya que

G=6" CSG(G)=¢(G).
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(b) Sea G C R C F. Para demostrar que SG (G) C SG (R), se probara que

G®) C R®) para cada nimero natural k. Por induccion, si k& = 0, entonces
g(U) =GCR= RO)

Supongase cierto para k—1. Sea H € G*), entonces H = SUT, S, T € G-V,

con SNT # () y ello implica, por hipétesis de induccion, que S, 7 € R*=D.

Como SNT # 0, resulta ser SUT = H € R®. Luego G®¥ C R®).
(¢) Si ¢ (G) = SG (G) = G*), entonces
2 (p(9) =9 (9Y) =56 (G") =" = ¢ (9),

ya que, por la Definicién 3.1, k es el menor entero tal que G¥+D =g O

La proposicion anterior permite afirmar que (.7: , (QJT )), siendo
e (27)={¢(G):Ge2"} C27,

es un espacio de clausura. En lo que sigue, se utilizaré la terminologia clésica
con lo que el espacio de clausura (}", © (2F)) se denotara por (F,—) y a los

elementos de ¢ (Qf) se les denominard cerrados.

La siguiente proposiciéon permite caracterizar a los cerrados.

Proposicion 3.8 Sea (N, F) un sistema U-estable y considérese el espacio
de clausura (F,—). Entonces G € 27 es cerrado si y sdlo si (N,G) es un

sistema U-estable.

Demostracién: Si G es cerrado, existe R € 27 tal que R = G vy, aplicando
la Proposicion 3.3, (N, ﬁ) = (N, G) es un sistema U-estable.

Reciprocamente, si (N, G) es un sistema U-estable resulta que
G =g, porser ¢V =g =g,

con lo que G es cerrado. O
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Conviene, en principio, no confundir el concepto de base dado por Edel-
man y Jamison para espacios de clausura con el concepto de base introducido
para una familia estable para la unién, aunque, en los resultados que se dan
a continuacion, se caracteriza la base de una familia estable para la uniéon y
se pone de manifiesto la coincidencia de ambos conceptos, lo que justifica el

nombre asociado al conjunto B (F).

Proposicion 3.9 Sea (N,F) un sistema U-estable. Entonces B (F) es el

subconjunto minimal de F tal que B (F) = F.

Demostraciéon: En primer lugar, se prueba que B (F) = F. En efecto, por

un lado, se tiene que

B(F)C F,alser B(F)C Fy (N,F) un sistema U -estable.

Para probar la inclusiéon contraria, se procede por induccién sobre el
nuamero de elementos de las coaliciones factibles de F. Teniendo en cuenta
la Proposicion 3.6, los elementos minimales en (F, C) pertenecen a la base
B (F) y, por tanto, a ﬁ Ahora, supongase que F' € ﬁ, para todo
F € F con |F| < p. Entonces, dado F € F con |F| = p, resulta que
F € B(F) o bien F ¢ B(F). En el primer caso, F € B(F). En otro caso,
F € D (F) y, de ahi, la existencia de coaliciones factibles S,7 € F, S # F,
T#F,SNT # () tal que SUT = F. Aplicando la hipotesis de induccion,

va que |S| < py |T| < p, se tiene que S, T € B (F) y, como (N, (.7-")) es
un sistema U-estable, FF = SUT € B (F).

Por tltimo, la existencia de otro conjunto S tal que § C B (F) C F,
verificando la igualdad S = F, obliga a que los elementos de B (F) pertenez-
can a § ya que no pueden expresarse como union de dos coaliciones factibles
distintas y no disjuntas. Por tanto, seria S = B (F), lo que indica que B (F)

es minimal. O

De la proposicion anterior, se puede concluir que B (F) es base de F en

el sentido de Edelman y Jamison para espacios de clausura.
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Proposicion 3.10 Sean (N, F) y (N,G), con G C F, sistemas U-estables.

Entonces, cualquier elemento de B (G) es extremal; es decir,

Demostracién: Sea (N, G) un sistema U-estable y B (G) su base. Edelman
y Jamison [26] indican que, en un espacio de clausura, se verifica que el
conjunto de puntos extremales de G esta incluido en la base B (G); es decir,
ex (G) C B(G). Queda, por tanto, demostrar que B (G) C ex (G).

Para ello, es suficiente probar que, para todo B € B (G), se verifica que
G\{B} es un sistema U-estable. En efecto, sean S, T € G\{B}, con SNT # ().
Por un lado, como S, T € G tienen intersecciéon no vacia y G es un sistema
U-estable, resulta que SUT € G. Por otro lado, SUT # B ya que de ocurrir
lo contrario, B ¢ B (G) por definicion de B (G). Luego, SUT € G\ {B}. O

Las Proposiciones 3.9 y 3.10 permiten afirmar que el espacio de clausura
(F,—) constituye una geometria convexa ya que, para cualquier cerrado G,

se tiene

A continuacion, se estudian algunas propiedades que relacionan entre si
las F-componentes, las coaliciones factibles y los soportes de cualquier sis-
tema U-estable. Dichas propiedades no tienen un hilo conductor entre ellas
y se exponen por ser necesarias en demostraciones de resultados correspon-

dientes a este capitulo y al capitulo posterior.

Proposicion 3.11 Sea (N,F) un sistema U-estable. Se verifican las si-

guientes condiciones:

(a) Si F € F, entonces F = .., B;, con B; € B (F).

el

(b) Si N ¢ F, existe una particion {By,Bs,...,B,} de B(F) tal que si
BeB, B €Bj, conl <i,j<p,i#7, entonces BN B' = 0.
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Demostracion: (a) Si F' € F, entonces F € SG (B (F)) y, por tanto, es un

soporte o es union de soportes con intersecciones no vacias.

(b) Sea N ¢ Fy Cg(N) ={Ny,Ny,...,N,}. Aplicando la Proposicion 2.8
se tiene que N; € Fy N;NN; =0, para 1 <4,j <p, i # j.
Como N; € F, resulta que

N; = UB’“ con By € B(F),

keK

y se denotard por B; a la coleccion formada por todos los soportes que estan
incluidos en la F-componente /N;. Entonces, a cada coalicion factible maximal

de N se le puede asociar

El conjunto {Bi, Bs,...,B,} forma una particiéon de B (F). En efecto,

por un lado,

O&gBmy

Por otro lado, si B € B(F) entonces B € F. Si B es factible maximal
de N, el propio conjunto B junto con todos los soportes contenidos en él,
constituyen una de las colecciones B; y, por tanto, B € [J_, B;. Si no es
maximal, entonces B C Nj; para algan j y, de ahi, B € B; C |J!_, B;.

Por tltimo, si B € B; y B € Bj, con 1 < 4,57 < p, i # j, entonces
BN B ={. En efecto, si BN B # (), entonces N; N N; # () ya que B C N,
y B' C N;. Esto es una contradiccion, porque NN;, N; son F-componentes de
N, y por tanto disjuntas.

Luego, BN B' = ) y esto permite deducir que {By, By,...,B,} es una
particion de B (F). O

El apartado (a) de la Proposicion 3.11 indica que cualquier coalicion
factible puede expresarse como uniéon de soportes. Este resultado, puede

precisarse en el sentido de que, en la unién, inicamente intervengan soportes
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no unitarios siempre que la coalicion tenga cardinal mayor o igual que dos.

Ello se expone en el siguiente resultado.

Proposicion 3.12 Sea (N, F) un sistema U-estable. Si F € F con |F| > 2,
entonces
F = UBZ-, con B; € B(F) tal que |B;| > 2.

iel
Demostraciéon: Si F' € F, se tiene que
F =B con B;€ B(F).
icJ

Es decir, F' es un soporte, o bien es una unién de soportes entre los que
hay intersecciones no vacias.

Si algtin B; = {j}, con j € N, entonces debe existir By, € {B;},.;, k # j
tal que B, N B; # (. Esto implica que j € By, y |Bg| > 2. Por tanto,

F=|JB=JB.

icJ icJ
i#]

Procediendo de esta forma, puede escribirse,

F = U B;, con B; € B(F) tal que |B;| > 2.

i€ICT

Proposicion 3.13 Sea (N,F) un sistema U-estable. Sean A C B (F) y
J C B(F) tal que, para todo B € A y todo B' € J, BN B = . Entonces,

(a) Para todo S € A y todo S' € J, se verifica que SN S = (.
(b) AUTJ =AUJ.

(¢) Caug(N) = C4(N) U Cz(N).
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Demostracién: (a) SiSe€ Ay S € J , entonces S = J,,
y S = U],GJ Bj,con B; € J. 515N S (), esto implica que

(U)o

De ahi, Jicr (B; N B;) # 0, de lo que se deduce que B; N B; # () para
jET

algunos 7, 7, lo cual es una contradiccion con la hipotesis.

B;, con B; € A

(b) Por definicion, AUJ ={B € B(F): B€ A UJ}. Como cada uno de
los soportes de A tiene interseccion vacia con cada uno de los soportes de 7,
resulta que, aplicando el proceso de construccion de clausura, es inmediato
que el conjunto de las coaliciones factibles generadas por los soportes de
AU J coincide con el conjunto unién constituido por las coaliciones factibles

generadas por A y las coaliciones factibles generadas por J.

(¢) Puesto que cualquier F-componente de N es una coalicion factible en

AU J, la conclusion es inmediata a partir del apartado (b). O

Es obvio que si, para todo B € Ay todo B' € J, se tiene que BNB' = 0,
entonces AN J = . Notese que el hecho de ser AN J = 0, no implica que
para todo B € Ay todo B' € J, se verifique que BN B" = (). En este caso,
no se verifica que AU J = AU J, como se pone de manifiesto en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.14 Sea B (F) = {{1,2},{2,3},{3},{4,5}} y considérense los
siguientes subconjuntos de B (F): A= {{1,2}}, J = {{2,3}}. Se tiene que
ANT =0y, sin embargo, {1,2} N {2,3} # 0. Ademds,

AUJ = {{1,2},{2,3},{1,2,3}} # {{1,2},{2,3}} =AU T.

En la Proposicion 3.8 se indico que si (IV,F) es un sistema U-estable y

se considera el espacio de clausura (F,—), los cerrados de dicho espacio son
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las colecciones G € 27, tal que (N, G) es un sistema U-estable. Logicamente,
tiene sentido considerar sus respectivas bases B (G), las cuales, en general,
no estan relacionadas con la base B (F). Esto, se pone de manifiesto en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15 Sean N = {1,2,3,4} y el sistema U-estable (N, F) dado por

F={{1},{4},{1,2},{2,3},{1,2,3}} .

Considérese el sistema U-estable (N,G) con G = {{1,2,3}} C F. Las

bases de ambos sistemas U-estables son

B (f) = {{1} ) {4} ) {172} ) {273}}; B (g) = {{17273}}7

y se verifica que B(F)N B(G) = 0.

No obstante, existe una clase especial de cerrados del espacio (F,—), los
cuales tendran una relevancia fundamental en las secciones posteriores, para
los que su base mantiene una relaciéon de inclusion con la base B (F) como

se manifiesta en el resultado que se expone a continuacin.

Proposicién 3.16 Sean (N, F) un sistema U-estable y S C N. Considérese
la coleccion
Fs={FeF:FCS}.

Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:
(a) (N, Fs) es un sistema U-estable.
(b) Cr(S) = Crg(N).

(c) B(Fs)={BeB(F):BCS}.
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Demostracion: (a) Sean A, B € Fs tal que ANB # (). Entonces A, B € F,
AN B #1y, por tanto, AU B € F por ser (N, F) un sistema U-estable.
Por otro lado, AC Sy BC S, dedonde AUB C Syasi AUB € Fgs.

Por tanto, (N, Fs) es un sistema U-estable.

(b) Se puede suponer que C'z () es no vacio ya que, en otro caso, se verifica
la igualdad trivialmente. Sea M una coalicién factible maximal de N en Fg.
Obviamente M C Sy M € F. Supdngase que existe F' € F de forma que
M C F C S; ello significaria que existe una coalicion F' € Fg que verifica
M C F C N, lo cual va en contra de que M sea componente maximal de N
en Fg. Por tanto, M € Cx(S). Reciprocamente, sea R una coalicion factible
maximal de S en F; es inmediato que R € Fg. Si R no fuera componente
maximal de N en Fg, existiria una coalicion F' € Fg que verifica R C F' C N;
ello implica que, al ser /' C S'y F' € F, R no seria coalicion factible maximal
de S en F.

(¢) Al ser (N, Fs) un sistema U-estable, tiene sentido considerar su base.
Habria que probar que {B € B(F): B C S} = Fs. En efecto, es inme-
diato que {B€ B(F): BC S} C Fg,yaque {Be€ B(F): BC S} C Fgy
(N, Fs) es un sistema U-estable.

Sea, entonces, F' € Fg. Ello implica que F' € Fy FF C S. Como F' es

una coalicion factible, es unién de soportes entre los que hay intersecciones

no vacias; es decir,
F=|JBi, con B;€ B(F).
iel
Puesto que F' C S, entonces B; C S para todo ¢ € I y, de aqui, se tiene
que B; € {B € B(F): B C S}, para cada i € I. Por tanto, se obtiene que
FsC{BeB(F): BCS}. O

Proposicion 3.17 Sea (N,F) un sistema U-estable. Entonces, para toda

coalicion S C N, se verifica

Cr(S) = U Cr(SNM).

MGC}‘(N)
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Demostraciéon: Se probara el resultado por doble inclusion. Si R € C#(S5),
entonces R C S vy, por definicion de coaliciones factibles maximales y la
Proposicion 2.8, se tiene que R C M para una tnica M € Cx(N). De ahi,
R C SN M. Ademés, R es una F-componente de S N M ya que si existiera
otra H € Fcon RC HC SN M, resultaria que R C H C S, con lo que R
no seria una F-componente de S, en contra de lo supuesto.

Para demostrar la inclusion contraria, considérese que R es una JF-com-
ponente de la coalicion S N M, para alguna M € Cx(N). Se probara que
R es una F-componente de S. En efecto, por definicion de coalicion factible
maximal de S N M, se tiene que no existe una coalicion H € F verificando
que R C H C SN M; es decir, no existe una coalicion H € F que verifique,

simultaneamente, las condiciones
RCHCSyRCHCM,

lo que lleva a que R es F-componente de S o bien R es F-componente de
M. En el segundo caso, se deduce que R = M C S, ya que M € F con lo

que R es también F-componente de la coalicion S. O

Proposicion 3.18 Sea (N,F) un sistema U-estable. Entonces, para toda

coalicion S C N, se verifica

(a) Cx (S\{i}) = Cry ,, (S), para cualquier i € N.

(b) Cx(S) =Cr(S), donde F' = B(F)\{B}, B € B(F) tal que BZ S.

Demostracién: (a) Se procedera por doble inclusion. Sea H € Cx (S\ {i}),
entonces H € Fy H C S\ {i} C N\{i}; luego, H € Fn\(s y se verifica
H C S\ {i} C S. Ademas, H es maximal para S en Fy\ ;) ya que si existiera
T € Fnyiy tal que H C T C S, ello implicarfa que H C T C S\ {i} puesto
que ¢ ¢ H, i ¢ T, lo cual estd en contradiccion con el supuesto de ser

H e Cr (S\{i}).
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Por otro lado, si H € Cxy, ,,(S), entonces H € 7, H C N\ {i} y H C S,
por tanto, H C S\ {i}. Ademéas, H es maximal para S\ {i} en F ya que, de
lo contrario, existiria T € F, H C T C S\ {i} y, de ahi, H no seria maximal
de S en Fn\ (-

(b) Si Cx(S) = 0, no hay ninguna coalicion factible de F contenida en S.
Entonces, no puede existir ninguna coaliciéon factible de F' que esté contenida

en S ya que, si ello fuera cierto, la relacion de inclusion

B(F)\{B} < B(F),

daria lugar a una contradiccion. Reciprocamente, si C#(S) = () no hay
ninguna coalicién factible de F' contenida en S. Al pasar del sistema de
coaliciones factibles F' al sistema F, habria que considerar aquellas coali-
ciones factibles que se generan mediante uniones, previas intersecciones no
vacias, con el soporte B. Si B € S, ninguna de estas coaliciones puede estar

contenida en Sy, por consiguiente, C'x(S) = ().

En consecuencia, se puede suponer que los conjuntos de coaliciones facti-
bles maximales de S en F y F' son no vacios. Se analizan las posibilidades
de que S € B(F) o que S ¢ B(F). En el primer caso, S € B (F), resulta
que S # B ya que B Z S. Por tanto, S € B(F) \ {B} y, entonces,

Cr(S) = Cr(S) = {S}.

En el segundo caso, S ¢ B (F), es evidente que S ¢ B(F) \ {B} v,
teniendo en cuenta que F y F' son los sistemas de coaliciones U-estables
generados por B (F) y B(F) \ {B} respectivamente, la coaliciéon S tendra
unas F-componentes y F'-componentes que seran elementos de B (F)\ {B}
(B € S) o estaran generadas mediante uniones de elementos de la base en los
que no puede intervenir B ya que, si ello fuera cierto, implicaria que B C S.

O

Obsérvese que, tal como se ha indicado en el capitulo anterior, los con-

ceptos introducidos en las estructuras de cooperacion estables para la unién
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generalizan a sus homologos en las situaciones de comunicacién. De manera
natural, parece logico indicar que dos elementos estan relacionados si am-
bos pertenecen a una misma coalicién factible. Esto, en las situaciones de
comunicacion significaria que ambos estdn en la misma coalicién conexa vy,
por tanto, implica que hay un camino formado por aristas interconectadas
que los une. Esta idea de que dos elementos que pertenecen a una misma
coalicion factible estan relacionados mediante un camino, puede generalizarse
para las familias U-estables donde los soportes no unitarios van a desempenar

la misma funcién que las aristas en un grafo.

Teorema 3.19 Sea (N, F) un sistema U-estable. Sii,j € N, i # j, son dos
elementos de una misma coalicion factible S, entonces existe una secuencia de
soportes contenidos en la coalicion S, (B, ..., By), de tal forma que i € By,
JEByy, sik>2, B,NBy1 #0, parap=1,....k—1.

Demostraciéon: Se procedera de forma constructiva. Como S € F, en-

tonces, por la Proposicion 3.11, puede expresarse

S=|JBi. con B e B(F),Vie L,
leL
de tal forma que intervengan todos los soportes B; € B (F) tales que B; C S.
Ahora, considérense los elementos i,j € S, i # j. Dado que 7,5 € U, Bi,
tanto ¢ como j pertenecen a algin o algunos de los elementos soportes que

forman la coalicion S. Se distinguen tres casos:

1. Los elementos i,j € By, para algin B,. En este caso, (Bj) es una

secuencia de soportes que verifica el teorema.

2. Para algtin By, y algin B, resulta que ¢ € By, j € B, siendo el conjunto
By, N B, # 0. En este caso, (By, B,) es una secuencia de soportes que

verifica el teorema.

3. Todo soporte al que pertenece ¢ es disjunto con todo soporte que con-

tiene al elemento j; es decir, si i € By, y j € B, entonces B, N B, = (.
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En este tltimo caso, sin pérdida de generalidad, supéngase que By es uno
de los soportes a los que pertenece el elemento i. A partir de él, se construye

una secuencia de soportes como se indica a continuacion.

Sean BO = {B},_, vy C” = {B,}, coni € By, By € B", y considérense
todos los elementos de la coleccion B = B\ C(©) Debe existir algtn o
algunos elementos de B que tengan interseccion no vacia con el soporte
B, va que, si todos los soportes de la coleccion BM son disjuntos con By,
resultaria que

BIUB ¢ F, VIeL, l#1,

y no podria formarse una coalicion factible donde interviniesen todos los

elementos de {B;},., v solo ellos. Sea entonces
c = {Be B BN C +# 0, para algtn C € C(O)} c BW,

el conjunto de soportes de B que tienen interseccién no vacia con Bj.
Obviamente, al ser (N, F) un sistema de coaliciones factibles U-estable, se

tiene que

BuB eF,vBeC" y BuU| |J B|e7F

Bec®

Ademés j ¢ B, para todo B € OV (ya que si fuera cierto se estaria en el
caso 2), y asi, ninguno de los soportes a los que pertenece el elemento j esta

en la coleccion C'W,
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S:UZELBl7 z’,jES, iGBl,jEBk.

BW = {Bl}leL \ {Bl}

ce BM

1€ By

BUB,eF

B, U UB eF

Bec®)

Considérense, ahora, todos los elementos de la coleccion
B® — M \C(l)

y, para cada uno de los soportes de C(") se buscan aquellos elementos de B
que tengan interseccion no vacia con ellos. Si alguno de los soportes a los que
pertenece el elemento j, por ejemplo By, (los cuales estan en la coleccion B(?))
tiene interseccion no vacia con alguno de los soportes B € CM, el proceso
se acaba ya que existiria una secuencia (By, B, By), con i € By, j € B,
BiNB#0y BN B, #0.
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Si lo anterior no sucede, deben existir elementos de la coleccion B® que

tengan interseccion no vacia con algunos de la coleccion C™) ya que

S=JB=Bu| | B|u| | BleFr.Biu| |J B|eF

leL Bec) BeB(?) Bec®

y debe haber intersecciones no vacias entre elementos de C() y B® para
que pueda generarse la coalicion factible S (recuérdese que las coaliciones
factibles que no sean soportes deben ser uniones de éstos con intersecciones
no vacias) y los elementos de B no tienen interseccién con B; ya que, si lo

tuviesen, estarfan incluidos en C'(.

Asi, teniendo en cuenta cuenta el razonamiento anterior, sea
c® = {B e B® : BN C # 0, para algin C € C(l)} c BY,

verificaAndose que

Bul |JB|ul | B|e7F,

Bec() BecC ()

y se forma, ahora,
B® — B®@ \0(2).

Para cada uno de los soportes de C®, se buscan aquellos elementos de
B®) que tengan interseccién no vacia con ellos. Si alguno de los soportes a
los que pertenece el elemento j (los cuales estan en la coleccion B®)) tiene
interseccion no vacia con alguno de los elementos de C®| el proceso se acaba

ya que puede construirse, facilmente, la secuencia que se indica en el teorema.

Si lo anterior no ocurre, entonces debe haber elementos de la coleccion

B®) que tengan interseccion no vacia con algunos de la coleccion C®| ya que

S=JB=Bu| | B|u| | B|u|l U B|e~

leL Bec) BeCc® BeB®)
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Bul |J Blul | B|EeF,
Bec®) BeC(?)
y debe haber intersecciones no vacias entre elementos de C® y B®) para
que pueda generarse la coalicion factible S al no tener los elementos de B®)
interseccion con By ni con los elementos de CM) ya que, de lo contrario,

hubiesen estado incluidos en la coleccion CY) o bien en C'?.

Es inmediato que el razonamiento descrito anteriormente se puede repetir
de forma sucesiva, siendo este proceso finito ya que se van recorriendo todos
los elementos de {B;},.,. Asi, se llegard a un paso en el que la interseccion
con algin soporte que contiene a j sea no vacia (debe de existir por la misma
razon que se argumentoé al principio de la demostracion para que se forme la
coalicion S € F). En esta etapa del proceso se termina y puede construirse

la secuencia que se indica en el enunciado del teorema. O

Ejemplo 3.20 Sea (N, F) un sistema de coaliciones factibles U-estable, con
N =1{1,2,3,4,5,6} y

Fo= {{1}, {3} {1,2},{2,6},{4,5},{1,2,3}, {3,4,5},
{1,2,6},{1,2,3,6},{1,2,3,4,5}, N}.

Considérese la coalicion factible S = {1,2,3,4,5} y los elementos 1 y 5.
Se va a construir una secuencia de soportes (B, ..., Bg) de tal forma que
1€B,5€Byy sik>2 B,NBy1 #0,p=1,...,k—1.

En primer lugar, obsérvese que la base de F estd constituida por los si-

guientes elementos

B(F) = {1}, {3},{1,2},{2,6},{4,5},{1, 2,3}, {3,4,5}},
y que la coalicion S puede expresarse como

S:B1UB2UB3UB4UB5UBG,
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con Bl = {1}, 32 = {3}, Bg = {1,2}, B4 = {4,5}, B5 = {1,2,3} Yy
36:{3,4,5}.

Siguiendo las pautas del procedimiento indicado en la demostracion del
Teorema 3.19, sean 1 € By y el conjunto CY formado por todos los B;,
distintos de By, que constituyen la coalicion S y que tienen interseccion no
vacia con By. Es decir, en este caso, C(V) = {Bs, Bs}. Como ninguno de

ellos contiene al elemento 5, se sigue el proceso.

Ahora, se consideran los restantes soportes de la coleccion inicial; es decir,
B® = {By, By, Bg}. Entonces, se comprueba, para cada uno de los soportes
de CW, con cual o cuales elementos de B® tiene interseccion no vacia; esto
es,

Para Bs: BsN By =0, BsN B, =0 y By N\ Bg = 0.

PU,T'G,BE)I B5ﬂB2%(b, B5ﬂB4:(Z) yB5ﬂB6%(b
Como Bs N Bg # 0 y 5 € Bg, el proceso se acaba y puede construirse, la

secuencia buscada,

(BI,B5,BG), 1€ By, B1HB57£®, B5ﬂBg7é(/), 5 € Bg.

Obsérvese que la secuencia construida en el Teorema 3.19 no es tnica.
En el ejemplo expuesto, se puede iniciar el proceso con cualquier soporte que
contenga al elemento 1 y, por tanto, se podria aqui haber empezado por el
soporte Bs. En ese caso, la secuencia obtenida seria (Bs, Bg). Esto altimo
indica que seria més 6ptimo empezar con aquel soporte de mayor cardinal

que contuviese al elemento en cuestion.

Proposicion 3.21 Sean (N,F) un sistema U-estable e i,j € N, i # j.
Si existe una secuencia de soportes (By,...,By), de tal forma que i € By,
JEBry, sik>2 B,NByy1 #0, p=1,...,k — 1, entonces existe S € F
tal que i,j € S.
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Demostraciéon: Por hipotesis, existe una secuencia de soportes, (B, ..., By),
de tal forma que i € By, j € By ysik>2, B,NBy1 #0,p=1,...,k—1.
Sea S = By U...U By; es suficiente probar que S € F.
Si k = 1, es obvio. Supodngase, por tanto, k > 2. Aplicando que (N, F)
es un sistema U-estable, se tiene
BiNB,#0 = BiUBy e F.
BoNBs#0) = (BiUBy)NBs#0) = B,UB,UB; € F.

Siguiendo el mismo razonamiento sucesivamente, se tendra que

p+1

B,NBy1#0 = (BiU...UB,)N B, #0 = | JBi e F.
i=1

Al continuar hasta p+1 =k, resulta que i € By, ] € By y
S=ByU...UB, e F.

Por lo tanto se tiene que, ambos elementos i, j pertenecen a una misma

coalicion factible. O

Como consecuencias inmediatas de los resultados anteriores, pueden es-

tablecerse las siguientes conclusiones.

Corolario 3.22 Sean (N, F) un sistema U-estable, S € F, i,j € N, i # j.
Los elementos i,j pertenecen a la coalicion factible S si y sdlo si el grafo
(@, A), donde

Q:{BZZBZEB(f), BZQS},

A:{(Bpth):BpﬂBh%(ba Bp%Bh}gQXQﬁ

y tal que © € B,,, j € By, con By, B, € Q, es un grafo conexo.
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Corolario 3.23 Sea (N,F) un sistema U-estable. Dos elementos i,j € N,
i # j, pertenecen a la misma F-componente de N si y sdlo si existe una
secuencia de soportes, (By,...,By), de tal forma que i € By, j € By y, si
k>2 B,NByy1 #0, parap=1,...,k— 1.

Ademas, obsérvese que la Proposicion 3.12 permite reformular el Teorema

3.19, y el Corolario 3.23 para soportes no unitarios.

Myerson [54] introdujo el término conferencia para referirse a cualquier
conjunto, de dos o més jugadores, que pueden reunirse para discutir sus
planes de cooperaciéon. Asi, una estructura de conferencias en N, denotada

por Q, es cualquier coleccion de conferencias; es decir,
Q={S:SCN, |5] >2}.

Dada una estructura de conferencias Q, Myerson defini6 el concepto de
conexion entre dos jugadores de la siguiente forma: dos jugadores i y j
estan conectados por Q si ¢ = j o existe alguna secuencia de conferencias,
(S1,...,Sk), tal que

iES1,j€Sk, {Sl,...,Sk}gQ,
SpNSpi1 #Dparap=1,....k—1.

Claramente, el concepto de conexion entre dos jugadores es una relacion
binaria que implica una particion del conjunto N (admitiendo que todo ele-
mento de N pertenece a alguna conferencia), denotada por N/Q, en la que
cada clase de equivalencia esti constituida por todos los elementos que estan

conectados entre si.

Los anteriores resultados permiten establecer una relacion estrecha entre
los sistemas U-estables y las estructuras de conferencias de Myerson. En
efecto, dado un sistema (NN, F) estable para la union, el conjunto constituido
por los soportes no unitarios constituye una estructura de conferencias de

Myerson. El Corolario 3.23 (admitiendo que todo elemento de N pertenece
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a algin soporte no unitario) permite indicar que, para la estructura de con-
ferencias considerada, los elementos de N/Q a que da lugar la definicion de

conexion son, precisamente, las F-componentes de V.

Reciprocamente, dada una estructura de conferencias de Myerson, Q,
puede introducirse la siguiente definicién de coalicion factible: la coalicion
S C N es factible en Q si, para todo 4,5 € S, existe una secuencia de
conferencias (Sy,...,5), S, € S tal que i € Sy, j € Sy vy, si bk > 2,
S,NS,11 # 0 parap=1,...,k—1. Entonces, puede demostrarse que (N, F)

con

F ={S C N : S es factible en Q},

es un sistema U-estable. En efecto, se ha de probar que si Fi,F;, € Fy
FiNF, # 0, entonces Fy U F, € F.

Para ello, sean ¢,7 € F; U F5. Si ambos estan en F} o en F5, es evidente.
Supongase que i@ € Fy, j € Fy, 0,57 ¢ Fy N F,. Como Fy N Fy, # (), existe
ke FiNF, k # i,5. Por tanto, k,© € F; y al ser F; € F existe una
secuencia de conferencias, (S1,...,5,),coni € Sy, k€ S,y tal que S), C F,
Sp N Spp1 # 0, para todo h=1,...,p— 1. Ademas, k,j € F, y Fy € F, con
lo cual existe otra secuencia (Spi1,...,5:) con k € Spy1, j €Sy, S, C Fo, y
tal que S, N Sy # 0, para todo h = p+1,...,t — 1. De aqui, se deduce
que existe la secuencia (S1,S2...,Sp, Spy1,.--,5) coni € Sy, j € Spy
Sy, € FLUFy, S, NSyt # 0, para todo h =1,...,¢t — 1. Por tanto, Fy U F}
es factible en Q y, entonces, F; U Fy € F.

Por tltimo, habria que indicar que, aunque se ha establecido una relacion
entre sistemas de coaliciones factibles U-estables, (N, F), y las estructuras de
conferencias de Myerson, ésta no es una relacion biunivoca. Es decir, a partir
de (N, F) se pueden seleccionar otras estructuras de conferencias diferentes
a la considerada en el razonamiento anterior y, por otro lado, a partir de
una estructura de conferencias Q, pueden establecerse otras definiciones de
coalicion factible en Q que dan lugar a diferentes sistemas de coaliciones
U-estables.
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La prueba del Teorema 3.19, sugiere la creacion de un algoritmo para la
construccion de una secuencia de soportes que se contempla en su enunciado.
Para ello, puede seguirse una técnica analoga a la de biusqueda en amplitud
(Breadth First Search algorithm) en grafos [50].

En lo que queda de la seccion, se describe dicho algoritmo y se ejemplifica

su funcionamiento.

Considérense (NN, F) un sistema U-estable y S € F. En el algoritmo
que sigue, para cada B, soporte contenido en S, se denotard por A(B,) al

conjunto

{BeB(F):BCS, conB+# B,y BNB, # 0}.

Entrada: Todos los soportes contenidos en S: {B;}icr, i, € S

Algoritmo:
Paso 1:
Marca los elementos { B}, como no visitados
Elige un By, con i € By,
Visitar By,
Poner By en una cola )

Si j € By, entonces Q = ()

Paso 2:
Repetir mientras @ # ()
B, <— cabeceralQ)]
Determinar A(B,) y para cada By, € A(B,):
Si By, no esta visitado:
marca By, visitado
introduce By, en @)
Borra B, de @
Sij € By € Q, entonces Q = )
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Salida: Los diferentes soportes que, de forma ordenada o sucesiva, son

introducidos en () como resultado de procesar cada soporte B, hasta que

Q=10

El grafo (@, A), donde @ es el conjunto de soportes correspondientes a
la salida del algoritmo anterior y A = {(By, By) : Bx N B, # 0, By, # B},
proporciona diferentes caminos que llevan de 7 a j y, con ello, se obtienen

una o varias secuencias que verifican la tesis del teorema.

Los A(B;) recorreran, a lo sumo, todos los soportes {B;}cr v, ademas,
A(B;) # 0 debido a la U-estabilidad del sistema (N,F) y a la formacion
de las coaliciones factibles mediante uniones de soportes con intersecciéon no

vacia.

El siguiente ejemplo muestra la coleccion de soportes que se obtiene apli-

cando el algoritmo anterior.

Ejemplo 3.24 Considérense el sistema U-estable, (N, F), del ejemplo ante-
rior y la coalicion S = {1,2,3,4,5}, coni= 1,7 =5. Se tiene que

S:B1UB2UB3UB4UB5UBG,

con By = {1}, By, = {3}, B; = {1,2}, By = {4,5}, Bs = {1,2,3} ¢
Bs = {3,4,5}. Aplicando el algoritmo se tiene,

Entrada: {B,;}}_,,1,5€ S

Algoritmo:
Paso 1:
Marca los elementos {B;}?_, como no visitados
Elige un By = By con 1 € By,
Visitar B
Q = [31]
5¢ B,
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Paso 2:

Q=[Bi] #10

By, «— cabecera|Q)]

A(B;) = {Bs, Bs}
marca Bs, By visitados
Q = [Bi, B3, Bs)

Borra By de Q)

5¢ Bs,b ¢ B;

Paso 2:
Q =[Bs,Bs] # 0
Bs <— cabecera|Q)]
A(B3) = {By, Bs}
By, By estdn visitados:
Q = [Bs, Bs]
Borra By de Q)

Paso 2:

Q=[Bs] #1

By «— cabecera|Q)]

A(B;) = {By, By, B3, Bs}

B, Bg no estdn visitados:

marca By, Bg visitados
Q = [Bs, By, Bg]

Borra By de ()

5€ Bg € QQ entonces Q =)

Salida: [Bl,Bg, B5, BQ, BG] .
El grafo (Q, A) cuyo conjunto de vértices viene dado por

() = {B1,Bs, Bs, By, Bs}
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y el conjunto de aristas por
A={(By,Bp) : BeN B, #0, By # Bp},

que aparece en la Figura 3.1, da lugar a diferentes caminos que llevan de 1
ad.

Obsérvese que el algoritmo anterior s6lo garantiza la existencia de una
o varias secuencias de soportes que cumplen las condiciones anteriormente
citadas. Sin embargo, en general, no proporciona la secuencia con menor
ntimero de soportes que va de ¢ a j. Para ello, se podrian adaptar alguno de los
algoritmos que calculan el camino més corto entre dos vértices cualesquiera

de un grafo.

Ficura 3.1
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3.2 El valor de Myerson generalizado: pro-

piedades y axiomas

Una vez estudiado el concepto de base de un sistema (N, F) estable para
la union, se comienza, esta nueva seccion, recordando el concepto de juego
restringido por un sistema U-estable, introducido en el segundo capitulo para,
a continuacion, estudiar un nuevo concepto de solucién en estructuras de
cooperacion estables para la union: el valor de Myerson generalizado. Este
concepto, el cual va a asociar a cada estructura de cooperacion (N, v, F) un
tnico vector de pagos para los jugadores, se definird a partir del valor de

Shapley del correspondiente juego